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Método dos Momentos

0 E uma alternativa ao método de maxima
verossimilhanca para encontrar estimadores de
maneira simples.

a ldéia Geral

0 Igualar os momentos da distribuicao aos
momentos da amostra. Isso é razoavel pois a
distribuicdo empirica converge estocasticamente
para a fungao de distribuigao F(X).
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Método dos Momentos

0 Considere uma amostra aleatéria da distribuicao
com densidade f(x.6,,6,,....0,) onde (9,.0,....6,)Q.

0 Seja E(Xk) o k-ésimo momento da distribuigao
(k =1,2,...).

0 Seja =12Xf 0k -ésimo momento  amostral
i=1
0 Faga E(Xk) =M, para k=1,2,....
0 Facga isto para quantos k's forem necessarios até

obter solugées Unicas para os parametros
desconhecidos
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Método dos Momentos

0 Nota

0 Uma formulagao equivalente do método dos
momentos usa os momentos centrais, igualando
os momentos centrais da distribuicao e da
amostra até obter solugdes unicas para todos os
parametros desconhecidos.

0 Ou seja, a outra formulagdao do método dos
momentos é igualar:

E(X—pu) =m, = lZ(XI. ~X) parak=12....
i=l1
0 Até encontrar uma solugao unica. Muitas vezes a
resposta pelas duas formulagées sera igual.
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Método dos Momentos

0 Na maneira dos casos praticos, os estimadores
pelo método dos momentos sdao consistentes.

0 O grande problema com este método é que ele
nao fornece estimadores unicos para um certo
parametro.

0 Por exemplo, se procuramos estimar a média e
variancia de uma distribuigcao é possivel
encontrar estimadores diferentes pelo método de
momentos dependendo de quais momentos
amostrais sao igualados aos momentos da
distribuicao.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Ja estudamos dois métodos para encontrar
estimadores de um parametro desconhecido, o
método da maxima verossimilhanga e o método
dos momentos.

0 Estes sdo os métodos mais comuns para
encontrar estimadores.

7

0 Nosso objetivo agora é desenvolver alguns
critérios para saber se um dado estimador é
"bom" ou "ruim" segundo estes critérios.

monica@mbarros.com 7

Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Na secao anterior definimos estimadores nao
tendenciosos e consistentes, e comentamos que
muitas vezes o MLE é um estimador consistente.

0 Também definimos o erro quadratico médio, e
veremos que esta quantidade pode ser usada
como critério para dizer se um estimador
qualquer é "bom" ou "ruim".

0O SejaT=r7=7(X,,X,,.,X,) umestimador de
7(0) onde t(0) é uma funcao qualquer de um
parametro de interesse 0.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Como comparar um numero
potencialmente infinito de estimadores
tendenciosos e nao tendenciosos?

0 A comparacao entre estimadores sera
geralmente feita dentro de uma mesma
"classe", por exemplo, tentaremos
comparar estimadores nao tendenciosos,
ja que o fato de um estimador ser nao
tendencioso é uma propriedade desejavel.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

a A seguir definimos o nosso estimador
"ideal". A definicao, no entanto, nao
garante a existéncia deste estimador.

0 Este estimador sera chamado de UMVUE
(Uniformly Minimum Variance Unbiased
Estimator, ou Estimador nao tendencioso
de variancia minima ou melhor estimador
nao tendencioso).
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Um estimador T* é o UMVUE , ou melhor
estimador ndo tendencioso para t(0) se:

a i) T* é ndo tendencioso para t(0).
a ii) VAR(T*) < VAR(T) para qualquer outro
estimador nao tendencioso T de 7(0).

0 Ou seja, o melhor estimador nao tendencioso é o
"melhor" no sentido de possuir a menor variancia
dentre os estimadores nao tendenciosos.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Note que o critério apresentado é
equivalente a minimizagao do erro
quadratico médio para estimadores nao
tendenciosos, pois o erro quadratico
médio de um estimador nao
tendencioso é a variancia deste
estimador.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Exemplo 1

O SejaT aduragdo de um componente eletrénico
até sua primeira falha. Suponha que T tem
distribuicdo exponencial com média 1/B, ou seja,
sua densidade é:

f{t) = pe’" parat>0e B >0.

a Encontre um estimador nao tendencioso
da média de T a partir de uma amostra
aleatoria de tamanho n.
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Exemplo 1

. - 19 .
O Mostre que os estimadores T:EZTi eT =nZ

onde Z =min(7},7,..,7,) sao nao tendenciosos
para a média de T, 1/B, e compare as variancias
destes estimadores.

o Solugao

0 7 é claramente nao tendencioso, pois:

n

E(T>=%§E<Ti)=%z<1/ﬂ>=1/ﬂ

i=1

0 Precisamos descobrir qual a distribuicao de Z
para podermos calcular sua média e variancia.
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Exemplo 1

Pt[Z < z]=1-Pr[Z > z]=1-Pr[min(T,,T,...,T,) > z] =1-{Pr[T, > z]}"
O pois os T;’s sdo independentes e identicamente

distribuidos com densidade Exponencial de
média 1/B. Mas,

” -p
PT > 2)= [ p i =ﬁ?—ﬂ j = /2
0 Assim:

Pr[Z <z]= 1-{Pr[T, > z]}" =1—e /"
0 Mas, esta é a funcao de distribuicao de uma

variavel aleatéria Exponencial com média 1/n.
Ou seja, a densidade de Z=min(7,,7,....7,) é:
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Exemplo 1
z =1 g >0, z>0
()= ™, >0, 2

0O E portanto a média e variancia de Z sao,
respectivamente, 1/nf e 1/(np)2.

a Dai: E(T*)=E(nZ)=nE(Z)=;=E(T)
e T também é nao tendencioso para E(T).

0 A comparacgao das variancias dos estimadores
nos da:
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Exemplo 1

Q VAR(T)=VAR(T)/n=1/n8> @

VAR(T")=n*VAR(Z)=1/5% > VAR(T)

O para todo n>1. Assim, é preferivel usar a
média amostral como estimador, pois sua
variancia € menor que a de T sempre que
a amostra tem tamanho maior que 1.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

a Nota

o O fato de T ser ndo tendencioso para t(0) ndo
implica em g(T) ndo tendencioso para g(t(0))
quando g(.) € uma fungao nao linear.

o As vezes quando procuramos um estimador
para t(6) encontramos T tal que E(T) = c.7(0) onde
¢ € uma constante.

0 Obviamente entado: E(T/c) = t(0) e T/c é um
estimador nao tendencioso para t(0).

0 No entanto, se T é "quase" nao tendencioso para
7(0), dividir por ¢ pode "deteriorar" o erro
quadratico médio.
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Medidas da Qualidade dos
Estimadores

0 Exemplo 2

Q0 Sejam X,, X,, ... , X, uma amostra da densidade
Normal( p, 62).Considere o MLE para a variancia:

gi= 1 D> (X,-X)* = §* = variancia amostral
i=1
0 Ja mostramos antes que E(S2) =((n-1)/n) o’
e assim S2 é tendencioso.

0 A tendéncia ("BIAS") de S2 é:

E(SZ—O'2)=-10'2
n
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Exemplo 2

0 O erro quadratico médio de S2 é:
MSE(S*)=VAR(S?) +[BIAS (§*)]* =
_2(n-1)o* +(_azj2 _(2n-1)0*

n? n n’
o Agora considere o estimador:

2

1 —.,_nS
X - X =___
_1;( X =

§%2=

n

0 Note que S2 é um estimador nao
tendencioso para a variancia da Normal.
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Exemplo 2
0 Mas:
2
MSE(S™)=VAR(S?)=—""_VAR(S?)= -2 o*
(n=1 n-1

O que é maior que o MSE de S2 (estimador
tendencioso) para qualquer inteiro positivo n.

0 Assim, embora S seja nao tendencioso, se a
populacgdo é Normal, S™2 é pior que S2 no sentido
de ter maior MSE.
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Informacgao de Fisher

a Sejam X,, X,, ..., X, variaveis aleatorias com
verossimilhanga L(0) e log-verossimilhanga 1(6).

0O Definicdao (Fungao Score)

S(X.0) :%[u)g L) =

0 Por esta definicdo, vemos que o estimador de
maxima verossimilhanga é geralmente obtido
fazendo-se o score igual a zero.
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Informacgao de Fisher

0 Definigao (Informacgao de Fisher)
A informacéo de Fisher é definida como:
1(6) = VAR[S(X,0)]

O isto é, a Informacao é a varidncia da fungao
score.

0 Veremos depois que a idéia de informacgao de
Fisher corresponde intuitivamente a nossa idéia
de “informagao” contida numa amostra.
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Exemplo 3

o Sejam X, X,, ..., X, uma amostra
aleatéria da distribuicao Poisson(0).

0 Calcule a funcao score e a informacgao.
0 Solugao

0 A verossimilhanca é:
n 9.[, e-H _ HZx, e—nH

1o)=[] T

i=1
0 A log verossimilhancga é:

/(6)=logL(8)= [inj logé-né - Iog{H xi!}
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Exemplo 3

a A fungao score é:

0 Note que VAR(X;) =0 (i=1,2,..,n), e assim VAR(Y) =
0/n. Logo, a informacgao de Fisher é:

1(0) = VAR(S(X,0)) = VAR{n; - n} =
nx _i — =i Q =E
_VAR(QJ—HZ VAR(X) 02( j ;

o Note que a informagao é o inverso da variancia de X
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Informacgao de Fisher

0 De alguma maneira, a informagao de
Fisher mede a "precisao"” da amostra.
Quanto maior a variancia de X , menor a
"precisao” (e menor a informagao), e vice-
versa.

a A informagao de Fisher € um dos
elementos fundamentais da Estatistica
Classica e Bayesiana.
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Informacgao de Fisher

O A idéia de que a informagao mede a "precisao"
de uma amostra é empregada em problemas bem
mais complicados que os ja vistos aqui.

0 E importante notar que a informacéo de Fisher
depende apenas da distribuicdao dos dados, e nao
de qualquer valor dos X's da amostra. Isto pode
ser comprovado algebricamente se notarmos que
a informacao é a variancia do Score, que, por sua
vez, é fungao dos X's e de 0. Ao calcularmos esta
variancia encontramos uma constante que so6
depende dos parametros da distribuigao.
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Informacgao de Fisher

0 Propriedades do Score e da Informacao de Fisher
E[S(X,0)]=0

1) =E{[S(X.0)F {=E|- 5(X,0)/ 20|=E[- 521(6)/ 207 ]

o Se X, X,, ..., X, € um conjunto de observagdes
independentes (mas ndao necessariamente
identicamente distribuidas) e I;(0) é a informacao

X. entao: n
em X; entao 1(9)221[(0)_
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Informacgao de Fisher

0 Ou seja, a informacgao total contida nos dados é a
soma das informagoées trazidas por cada uma das
observacgoes.

O Se, além de independentes, os X;’s sdo
identicamente distribuidos, entéo: 1(8) = n.1,(0)

0O Se os X/’s sao identicamente distribuidos, todos
os |, ‘'s sdo iguais e entdo a informacéao contida
nas n observacgoes é 1(6) = n.1,(6) onde 1,(0) é a
contribuicdo de X, na verossimilhanca. Isto é, a
informagao numa amostra aleatéria é a soma das
informagoes de cada elemento da amostra.
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Informacéao de Fisher 2

PUG
O Este item é de fundamental importancia na
pratica, pois nos fornece duas maneiras de
calcular a informacgao de Fisher.

O A primeira maneira decorre da definicdo de
informacgao, ou seja, como a variancia do Score.
A outra maneira envolve o calculo da segunda
derivada da log-verossimilhanca, e do valor
esperado desta quantidade. E claro que o
resultado fornecido deve ser o mesmo,
independente da formula usada para obter a
informacgao.
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

a O préximo teorema (Cramér e Rao) fornece um limite
inferior para a variancia de qualquer estimador nao
tendencioso de 1(0) .

O Este limite é importante, pois nos permite dizer que a
variancia de qualquer estimador nao tendencioso é
igual ou superior a este limite.

0 Em particular, se T é um estimador nao tendencioso
de 1(0) cuja variancia coincide com este limite, T é o
melhor estimador nao tendencioso possivel para 1(0)
pois nenhum outro estimador nao tendencioso de
podera ter varidncia menor que ade T.
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

0 O teorema de Cramér e Rao nos fornece o
valor minimo para a variancia de um
estimador nao tendencioso de 1(0).

0 Logo, se for possivel encontrar um
estimador nao tendencioso de t(0) e este
tiver a variancia indicada no préximo
teorema, o estimador encontrado é o
UMVUE (melhor estimador nao tendencioso)
para 1(6).
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

0 Teorema (Desigualdade da informagéao ou
desigualdade de Cramer e Rao)

0 Seja T um estimador ndo tendencioso de t(6).
Entao, sob certas condigoes de regularidade:

var(r)= FOL [
e, E{[W)z}
' a0

0O e aigualdade ocorre se, e somente se, a
verossimilhanga tem a forma:

L(0) = exp[A(0)T(X) + K(0) + u(X)]
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

0 Esta desigualdade é conhecida como
Desigualdade de Cramér e Rao, e o limite inferior
para a variancia de T é chamado de limite inferior
de Cramér e Rao (CRLB = Cramér Rao Lower
Bound).

o O termo ('(9))?/1(9) é chamado de Limite Inferior
de Cramer e Rao. O grande problema com este
limite é que, em muitos casos, ele é muito
pequeno.

0 Exceto em casos "triviais", ndo é possivel
encontrar estimadores nao tendenciosos cuja
variancia seja igual ao limite inferior de Cramer e
Rao.
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

0 Definicao (Estimador Eficiente)

a T é chamado um estimador eficiente de 1(0) se:

o I) T é nao tendencioso para t(6).

Q ) VARIT(x)]1=[7" ()1 /1(6)
isto é, o estimador T atinge o limite inferior de
Cramér e Rao.

a Corolario

0 Se é um estimador eficiente de 1(0) entdao é o
melhor estimador nao tendencioso de 1(0).
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O Limite Inferior de Cramér e Rao

OExemplo4
D Sejam XlaXza'--aXn ~ N(O,H)
0 Encontre o MLE de 0. Calcule o score e a

informacao de Fisher e mostre que o MLE é um
estimador eficiente de 0.

a Solugao

0 Note que 0, a variancia de distribuicdo, é o unico
parametro desconhecido aqui.

0 A verossimilhancga é:

n 1 2 -n./2 C 2
L(O)= H ﬁ exp{- 20 (x; )} =(270) exp{—zlé’;x,. }

i=1
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Exemplo 4

2
0 Alog-verossimilhanga é: /(9)= _glog(Zﬂé’)— %g"

a O Score é:
S(x,0) =

i) _ nQm) XN (_lj

dé 2 276 2 6*

O O estimador de maxima verossimilhanca de 0 é

Exemplo 4

il
do do | 20 260

encontrado fazendo-se o Score igual a zero. Dai: ZE( )_7 72(9_ no_n__n
2 65 20 0° 26°
drl in YL Sl
—=0c =n < 0=—)Y x} =MLEpara @
do o nog
A inf s0 de Fisher é = 10) -
0 A informacgao de Fisher é: 20° 292 292
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Exemplo 4 Exemplo 4

0 O limite inferior de Cramér e Rao para um
estimador de 6 é: 1/I(6) = 262/n.

0 Logo, se um estimador nao tendencioso de 6 tem
como variancia este valor, este estimador é
eficiente e é o melhor estimador nao tendencioso
de 0.

0 Considere o estimador de maxima verossimilhanca.

Para provar que ele é eficiente, precisamos
verificar se ele é nao tendencioso e que sua
variancia é 1/1(6) = 262/n.
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0 Mas, o MLE de 0 é: é:Zx.z/n
né

E®©) = E( > x; j ZE(x )=— zg_f
0 e entdo o MLE é nao tendencioso para 0.

VAR(6) = VAR[IZ } ZVAR( )= 22"1202

2n0°  26° 1
= n? o __1 ,ouseja,d é eficiente.
n n 1(9)
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