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Quem sou eu?

O Monica Barros

o Doutora em Séries Temporais — PUC-Rio

0 Mestre em Estatistica — University of Texas at Austin,
EUA

b 0 Bacharel em Matematica — University of Washington,
Seattle, EUA

o Bacharel em Economia — Univ. Estéacio de S&

0 Professora da ENCE e da PUC-Rio (Depto. De Eng.
Elétrica)
a E-mails: monica@ele.puc-rio.br, monica@mbarros.com
o Home page: http://www.mbarros.com
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Informagdes importantes

o Datas de provas
Q 12 prova - 05 de maio (32. Feira)
0 22 Prova— 30 de junho (22. Feira)
0 Exame Final — 09 de julho (52 feira)

O Sites de internet

0 www.mbarros.com - contera as transparéncias das aulas —
ainda nao as coloquei no “site”, aguarde até o fim desta
semana.

o Grupo do yahoo — cadastramento obrigatério — enviar e-mail
para: ence_prob2_200901-subscribe@yahoogrupos.com.br
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Bibliografia

0 Veja a ementa do curso
a Praticamente ndo usarei o livro do Meyer.

a Alternativas:
o DUDEWICZ, E.J. e MISHRA. S.N. (1988). Modern
Mathematical Statistics, Wiley, NY.

0 HOGG, R.V. e CRAIG, A.T. (1978) - Introduction to
Mathematical Statistics, Macmillan Publishing Co,
New York.

o MOOD, A.M., GRAYBILL, F.A. e BOES, D.C. (1974) -
Introduction to the theory of Statistics, 3rd edition,
McGraw-Hill, New York.
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Objetivos

0 Na pratica, freqgientemente encontramos
variaveis aleatorias em conjunto, por
exemplo:

o Preco e venda de um produto

o Numero de passageiros num véo da Ponte Aérea e
horério de embarque

0 IBOVESPA e Risco Brasil

o Juros, Taxa de Cambio, Inflacdo, Nivel de Atividade
da Industria e Risco Brasil

0 Como estudar o comportamento destas
variaveis em conjunto?

monica@mbarros.com
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Objetivos

O Encontrar distribuicdes de probabilidade
conjuntas para expressar a relacao entre duas
ou mais variaveis aleatorias.

a Encontrar distribuicdes de probabilidade
condicionais que expressam o efeito de um
subconjunto de variaveis sobre outro
subconjunto de variaveis.

a Encontrar distribuicdes de probabilidade
marginais que indicam o comportamento de
uma unica variavel sem o efeito das outras.
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Objetivos

a Definir e verificar as implicacdes da
independéncia entre variaveis aleatorias.

a Definir medidas da associacao entre duas
variaveis, como a covarianciae o
coeficiente de correlacgéo.

0 Definir os momentos condicionais,
estudar algumas de suas propriedades e
apresentar a curva de regressao.

monica@mbarros.com
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Vetor Aleatorio

0O Seja E uma experiéncia aleatoria com
espaco amostral S. Sejam X,, X,, ...., X,
funcbes que associam numeros reais a
cada resultado da experiéncia E.

a Entéo (X, X,, ...., X,) € um vetor aleatorio
de dimenséao n. O caso particular n =2
sera de interesse especial aqui, e a seguir
apresentaremos as definicdes para
vetores aleatorios bidimensionais.
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Funcéao de Prob. Conjunta

O Sejam X; e X, variaveis aleatorias discretas. A
funcéo de probabilidade conjuntade X; e X, @éuma
funcéo ndo negativa f (x;,x, ) tal que:

0 Pr (X =Xy, X; =X,) = f(X1,X5)

0 Esta definicdo pode ser estendida de maneira trivial
para uma n-upla de variaveis aleatorias X; ,X, ,...,.X,.
Analogamente ao caso unidimensional, o somatorio
da funcao de probabilidade conjunta para todos os
valores de X, e X, deve ser 1, isto é:

> D (X)) =1

todo x, todo X,
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Densidade Conjunta

O Sejam X; e X, variaveis aleatdrias continuas. A
densidade conjuntade X; e X, € uma fungéo néo
negativa f (x,x,) tal que, para qualquer
subconjunto A de R

Pr{(X,,X,)e A}:I f (., %, )dx,dx,
A

a Em particular, para calcularmos a probabilidade
de X, e X, estarem num retangulo s6 precisamos
calcular aintegral dupla a seguir:

Pra< X, <bc< X, <d)=[ [ (% %)dedx,
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Condicéo de Normalizacéo

0 A condicéo de normalizagcao no caso
bivariado € analoga ao caso univariado. A
integral (ou somatdério duplo) da densidade
(ou funcéo de probabilidade) conjunta deve
ser 1. Ou seja:

a Parav.a. discretas

> 2 tlx)=1

todo x; todo x,
0 Para v.a. continuas
_[ J'f(xl,xz)dxldx2 =1

—00 —00
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Densidade Conjunta/Fuh(;éo de Probabilidade
Conjunta
QInterpretacao

0 Pode-se fazer uma analogia com a
probabilidade da intersecao de dois eventos.

O A densidade (ou a funcéo de probabilidade
conjunta) permite o calculo de probabilidades
relativas as duas variaveis simultaneamente,
onde os efeitos das duas variaveis sao levados
em consideracdo ao mesmo tempo.
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Densidade ConjuntajFuhgéo de Probabilidade
Conjunta

0 Mas, 0 que acontece se desejamos “olhar”
para cada uma das variaveis separadamente,
ignorando por completo o efeito da(s)
outra(s)?

alsso nos leva ao conceito de densidade (ou
funcé&o de probabilidade) marginal.
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Densidade Marginal |

Q Sejaf (x,,x,) a densidade (ou funcéo de
probabilidade conjunta de X, e X..

0O A densidade marginal de X, é dada por:

[ f(x%,)dx, no caso continuo
fi(x) =4~
> f(x.,%,) nocaso discreto

todo x,

O Analogamente, a densidade marginal de X, é
dada por: (-
I f(x,X,)dx, no caso continuo
fz(xz): -
> f(x,%,) nocasodiscreto

todo x;
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Densidade Marginal |

O Nota

a Arigor, no caso discreto, deveriamos chamar f,(x;)
e f,(x,) de fungdes de probabilidade marginais.

0 E importante perceber que as densidades
marginais definidas na pagina anterior nos
permitem calcular probabilidades para uma variavel
IGNORANDO COMPLETAMENTE o efeito da outra
variavel. Por exemplo:

b
Pr(a < X, <b) = [ f,0)dx,

0O que seria a expressédo usada se X, “nao existisse”.
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Densidade Condicional

0 Densidade Condicional de X, dado X,

£ (%, %) = fEX(l )2) desde que f,(x)>0

0 Densidade Condicional de X; dado X,

f(x|x,)= ff(x(i )2) desde que f,(x,)>0
2
o Note a semelhancga entre a definicdo de densidades
condicionais e a de probabilidade condicional. A
densidade condicional expressa a distribuicéo de
uma das variaveis sujeita a uma informacéo
adicional, que € a ocorréncia da outra variavel.

monica@mbarros.com 17

9 ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 29IBGE

Densidade Condicional

O Estas densidades nos permitem calcular
probabilidade condicionais. Se as variaveis
aleatérias sédo continuas:

Pr(a< X, <b|X, = x)= j (%, %, kix,

0 E a densidade condicional de X, dado X,=x,.
Analogamente podemos escrever a densidade
condicional de X, dado X,=x, como:

Prc < X, <d|X, = xz)zLOI £ (x|x, Hx,
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Densidade Condicional

0 As definicdes no caso discreto sdo analogas.

0 No caso continuo nao faz diferenca se o
intervalo (a, b) é fechado ou aberto, isto é, nédo
faz diferenca se substituirmos um ou mais dos
sinaisde" <" por" <

0 No caso discreto existe diferenca se o intervalo
€ aberto ou fechado, por exemplo, desejarmos
calcular Pr(a £ X, £ b) (ou a probabilidade
condicional de X, estar neste intervalo dado X;
= X,) devemos incluir os pontos a e b no
Cé.lCUlO. monica@mbarros.com 19
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Densidade Condicional

0 No caso continuo surge uma dificuldade.
Como interpretar a probabilidade condicional
de que (a< X, <b) dado que X, =Xx,jaqueo
evento {X, = x,} tem probabilidade zero?

O A resposta é: pense em x, COMo um
parametro desta distribuicdo condicional —
medida que este parametro varia, a
distribuicdo condicional assume novas
formas.
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Exemplo 1

O Sejam X e Y variaveis aleatorias discretas com a
seguinte funcao de probabilidade conjunta:

Pr(X=x) - X=0 X=1 X=2 X=3
PriY=y) ¥
Y=0 0.2 0.1 0.1 0
y=1 0.1 0.1 0.1 0.1
Y =2 0 0.1 0.1 0

o Encontre as funcdes de probabilidade (marginais)
de XeY.

a Encontre a funcéo de probabilidade condicional de
X dado Y =0.

a Encontre afuncéo de probabilidade condicional de
Y dado X =0.

monica@mbarros.com 21
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Exemplo 1

0 A funcédo de probabilidade marginal de X é
dada por:
f,00=Pr(X=x)= D> f(x,y)=D Pr(X =xY =) :zzlPr(X =xY =y)
o Logo: o o "
f.(0) =Pr(X=0)=0.2+0.1+0=0.3
f(1)=Pr(Xx=1)=0.1+0.1+0.1=0.3
f(2)=Pr(X=2)=0.1+0.1+0.1=0.3
f(3)=Pr(Xx=3)=0+0.1+0=0.1

0 A funcao de probabilidade marginal de Y é
encontrada de maneira anéloga. Verifique que:
Pr(Yy=0)=Pr(Y=1)=0.4e Pr(Y=2)=0.2.

monica@mbarros.com 22

@ Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas g,’m_

Exemplo 1

a A funcéo de probabilidade condicional de X dado
Y = 0 é obtida pela divisdo da conjunta pela
probabilidade de Y ser igual a zero (0.4). Entéo:

f(x] Y = 0) = f(x,0)/Pr(Y=0) = f(x,0)/0.4
para os diversos valores de X.

f(0]0) =Pr(X=0]Y =0) =f(0,0)/0.4 = 0.2/0.4 = 0.5
f(1{0) =Pr(X =1]Y =0) =f(1,0)/0.4 = 0.1/0.4 = 0.25
f(2|0)=Pr(X=2]Y =0) =f(2,0)/0.4 = 0.1/0.4 = 0.25
f(3|0) =Pr(X=3]Y=0) =1(3,0)/0.4 = 0/0.4 =0
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Exemplo 1

0 A funcao de probabilidade condicional de Y dado
X =0 é a conjunta divida pela probabilidade de X
ser igual a zero, que € 0.3.

fly | X=0)=f(0, y)/ Pr (X =0) = (0, y) /0.3

f(0|0) = Pr(Y =0 | X =0) = (0,0)/0.3 = 0.2/0.3 = 2/3
f(1]0) =Pr(Y =1] X =0) =(0,1)/0.3 = 0.1/0.3 = 1/3
f(210) = Pr(Y =2 | X =0)=(0,2)/0.3=0/0.3 =0

0 Note gque a soma destas probabilidades para todos os
valores de Y é 1 (ou seja, a funcdo de probabilidade
condicional satisfaz a condicdo de normalizagdo). O
mesmo acontece para a condicional de X dado Y = 0 da

pagina anterior. monica@mbarros.com 24




@ ENCE

Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas

Notas

0 Deve-se ressaltar que as funcdes de probabilidade
(e densidades) marginais e condicionais sao
funcdes de probabilidade (ou densidades)
propriamente ditas, ou seja, devem obedecer a
condicao de normalizacao, como observado neste
exemplo.

a A densidade (ou funcao de probabilidade conjunta)
deve satisfazer uma condicao de normalizacéo que
envolve uma integral ou somatdrio duplo (no caso
de um vetor aleatério de dimenséo dois, como o que
estamos tratando aqui).

monica@mbarros.com 25
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Exemplo 2

0 Sejam X e Y variaveis aleatorias continuas
com densidade conjunta:

f(x,y)=ce™?e”?® sex>0ey>0

0 Encontre a constante c tal que f(x, y) seja
uma densidade.

a Calcule as densidades marginais de Xe'Y.
a Calcule Pr (X > 2).
o Calcule Pr (1 <Y <3)
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Exemplo 2

QO A constante € encontrada a partir da
condicdo de normalizacéo, isto €, fazendo
a integral dupla sobre todos os valores de
XeYigual aum.

o—38

f f(x,y)dxdy =1= Mc.e’”z.e’y”dxdy _ c.e’y’sdywe’x’zdx =
0 00 0 0

= _[C.em.(o - 1]dy =.[2.c.e’y’3dy = 2.0.[0 - 1J =6.C
0 (-1/2) 0 (-1/3)

OEntdo6c=1=c=1/6
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Exemplo 2
O A densidade marginal de X é:

T T —x/2 o-yI3 1 —x/zw -y/3 e_X/Z 1
fx(x)=_"f(x,y)dy =I e e dyzge Ie dy=——/0-———|=
0 0

1
6 ! 6 (-1/3)

=le’x’2 se x>0
2

0 Ou seja, X tem densidade Exponencial com média
2.
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Exemplo 2

a A densidade marginal de Y é:

) = [ 0 y)dx =] ez e o = L e [ 2 =
0 2 6 6 o

ey 1 ~lesey>0
6 (—1/2)) 3

Q Isto é,Y é Exponencial com média 3.
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Exemplo 2

0 A probabilidade de X > 2 é calculada a
partir da densidade marginal de X.

Prix>2)= [ Xlzdxzi{o_(—el;z)}:e_l

0 De maneira semelhante, Pr(1l< Y< 3) é
computada a partir da marginal de Y.

Prl<Y <3) = I e’ %_((1_7:13)}((3—3/3 —e‘1’3):

=e* —e1=0.7165-0.3679 = 0.3486
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Exemplo 2

a Nota:

0 A probabilidade de X > 2 poderia ter sido
calculada também através da densidade
conjunta, notando-se que 0s seguintes
eventos sao equivalentes:

{X>2}={X>2nY qualquer}={X >2nY >0}

+00 00

r{X >2}= J.[%e’x’ze’y’adxdy fe e re e’lje y’3dy e'{+3f=¢"
02
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Exemplo 2

0 Analogamente, a probabilidade de 1 <Y <3
poderia ter sido calculada também através
da densidade conjunta usando um
argumento semelhante ao do slide anterior.
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Exemplo 3

O Suponha que X e Y tém densidade conjunta:

f(x,y):x;3y+x2 onde0<x<le 0<y<2

1) Calcule as densidades marginais de X eY.

2) Encontre a densidade condicional de Y dado
X =X.

3) Encontre a densidade condicional de X dado
Y =vy.
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Exemplo 3

O A densidade marginal de X é:

2 2
f.(x)= I f(x,y)dy :.[(X% + xzjdy =2.x + %,onde 0<x<1
0 0

0 A densidade marginal de Y é:

1 1 Xy ) 1 y

fy(y):gf(x, y)dx:_([(3+x jdx:3+6,onde0£ys2

0 A densidade condicional de Y dado X =x é
dada por:

Xy

Xl
fyl =) _ 3 :1.[“ y/?’}onole xe(0,1]eye[0,2]
f() 2%, o502 2] x+1/3
3
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Exemplo 3

0 Note que existe um numero infinito de densidades
condicionais de Y dado X =x, cada uma paraum
valor de x diferente no intervalo (0,1].

a Por exemplo, se x =1, adensidade condicional de
Y dado X =1é:

1(1+y/3) 1(3 y) 3 y}
f ===, ==|=||1+Z |==|1+=|,onde 0,2
(yIx=1) 2(1+1/3j 2(4](%} 8(+3 ye(2]
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Exemplo 3

0 Abaixo exibimos um grafico com 3 densidades
condicionais. Note que, a medida que o
“parametro” x se altera, a forma da densidade
condicional muda.

Densidades Condicionais de Y dado X
.0.75, T T T

monica@mbarros.com 36




@ ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas

Exemplo 3
a A densidade condicional de X dado Y =y é:

X2 +ﬁ 2
f(xy) = 3 :3'X +X'y,ondeXG(0,1]eye[0,2]

f,(y) 1(“1) 1+y/2
302

FxIY = y)=

O Substituindo-se Y =1 acima encontramos a
densidade condicional de X dado Y =1:

2
3XEX_ g.(S.x2 +x) onde x € (0,1]

T =D=""777 =3

0 Se agorafazemos Y =2 encontramos outra
densidade condicional:
3x2+2X  (3x2+2X)
2

fix|y=2)=="—

,onde x €(0,1]
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Exemplo 3

Densidades Condicionais de X dado Y =y

3,200

2,800

2,400

2,000

1,600

1,200

0,800

0,400

0,000

000 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 080 085 090 095 1,00

—=i(x]y = 0) = {(x]y = 0.5) —8—i(xly = 1) —=He=f(xly = 2) |
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Exemplo 4

0 Considere a seguinte densidade conjunta:
f(x,y)=2e",onde 1>0,0<x<y

a Calcule as densidades marginais de X e Y e a
densidade condicional de X dado Y =Y.

a Solugao

0 Neste caso devemos considerar, além da
densidade conjunta, o dominio desta funcéao, por
gue X e Y estdo "misturados" neste dominio (note
gue temos arestricdo 0 < x <vy).
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Exemplo 4

0 A densidade marginal de X é obtida integrando-se
a conjunta sobre y, e o intervalo de integracao é
(x, ©) pois para que a conjunta seja maior que
zero precisamos de 0 < x <y. Assim:

L00= [ Fouy)dy =] f(xy)dy =[" 2edy=
o0

_fﬂ
ST =2 ly=x

0 Ou seja, a densidade marginal de X é Exponencial
com parametro A.

=—il0-—e?)=+2e
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Exemplo 4

0 A densidade marginal de Y é encontrada a
partir da integral da conjunta para todo X.
Os limites de integracdo s&o O e y. Assim:

L) =] Fooy)de=[ f(xy)dx=[ #edx=
=2eM.(X) é’ =22.ye”, ondey>0

0 Veremos depois que esta densidade é um
caso particular da densidade Gama.
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Exemplo 4

O A densidade condicional de X dado Y =y é
facilmente encontrada a partir de sua defini¢céo.

0 Os valores possiveis de X estdo no intervalo [0,y]
para cada valor do "parametro” .

2 -y
f(x,y)zi.e =1,onde03x3y

f.(y) Zye? vy

f(xly)=

0 Ou seja, dado um valor de Y =y, a densidade
condicional de X é Uniforme no intervalo [0,y].
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Para casa

QO Sejam X e Y v.a. continuas com densidade
conjunta:
f(x,y)=cy’+2xy onde 0<x<1 e 0<y<1

0 Encontre a constante ¢ que faz desta
expressao uma densidade.
Encontre a densidade marginal de X.

0 Encontre a densidade marginal de Y.

0 Encontre a densidade condicional de X
dado Y =vy.
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