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APENDICE C - MODELO DE REGRESSAO LINEAR EM FORMA MATRICIAL

1-O MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

O objetivo deste capitulo é escrever em forma matricial o modelo de regressao linear que vocés ja
viram antes. Isto torna a notacdo mais facil, e nos permite tratar o problema de diversas variaveis
explicativas (regressdo multipla) de uma maneira eficiente, e também permite que todo o
processo de estimacdo e inferéncia seja escrito de uma maneira compacta.

Considere inicialmente o modelo de regressao linear simples dado pelas equacdes:

Y. =B+ B X +€
Yo =B+ B, X, +¢€,

(1)

Em primeiro lugar, o que as equacgdes (1) significam?

e De um ponto de vista puramente operacional, e sem saber nada de estatistica, temos um
conjunto de n pares de pontos (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) e queremos passar por estes
pontos a “melhor reta” segundo algum critério.

e O critério utilizado para encontrar esta reta é o de minimos quadrados ordinarios (MQO)

e “Encontrar” a reta significa obter estimativas para os coeficientes desconhecidos 1 e [32
que aparecem nas equacoes (1) acima.

Mas, até agora ndo falamos nada do modelo estatistico que esta por tras desta estimacdo. No fim
das contas, uma pergunta relevante é: por que eu decido encontrar esta “melhor” reta por
minimos quadrados, e quais as implicacdes disso?

O modelo subjacente as equacdes (1) supde que os erros e; sdo independentes e identicamente
distribuidos (iid) com média zero e varidncia constante o> Supor a normalidade dos erros também
é uma d6tima idéia, pois me permite construir intervalos de confianca e fazer testes de hipdteses,
mas as duas primeiras hipoteses sao as verdadeiramente cruciais.

Sob as hipdteses de que os erros tém médias zero e variancias constantes, entdao o que podemos
dizer sobre a média e a variancia dos yi’s?

Professora Monica Barros




Econometria — Semestre 2010.01

Aqui supomos (e isso é importante!), que os x’s sdo fixos (ndo aleatérios). Entdo para todos os
i=1,2...n:

E(yi) = B1 + Ba-x;
VAR(Y;) = VAR(e)) =6°

Quantos parametros existem no modelo representado pelas equagdes (1)? Trés, a saber: B1, B2 e
02, ou seja, os parametros que definem a reta e a variancia dos erros.

O préximo passo é reescrever as equacoes (1) em forma matricial. Veremos que isso ndo é muito
dificil.

Sejam:
1 x
Y1 1 x,
e
y=| 2 X = ﬁ:(ﬁj g=[1] (2)
e 1 x B €,
Yn

Note que Y é um vetor n x 1, X (a matriz de dados) é n x 2, 3 (o vetor de parametros desconhecidos
dareta) é 2 x 1, assim como ¢.

Entdo, a partir das definicdes (2) podemos reescrever as equagdes do sistema (1) como:

Y=X.B+e (3)

A equacao (3) é a forma matricial do sistema (1), e pode ser facilmente estendida para o caso de
mais de uma varidvel explicativa, bastando alterar as dimensdes de X e B.

E como funciona a estima¢do num modelo de regressao simples (1) (ou (3))? Vocé deve se lembrar
do método de minimos quadrados ordindrios (MQO), em que o objetivo é encontrar a reta que
minimiza a soma dos quadrados dos residuos.

Mas, o que sdo mesmo os residuos? Sdo as diferencas entre os yi’s reais e os valores que os
estimam usando a reta obtida por MQO. Especificamente, o i-ésimo residuo é:

Y-V, =Y, — ﬁl — ,Bz.xi onde ﬁl e ,5’2 sdo os coeficientes da reta estimados por MQO (4)

Ja que o objetivo do método é minimizar a soma dos quadrados dos residuos, buscamos

ﬁl e ,52 tais que:
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RSS = i(yi -y, f (5)

Seja minima. A quantidade RSS é chamada de soma de quadrado dos residuos.

Note que a expressao (5) acima é bastante geral, ndo se aplica apenas ao caso de uma variavel
explicativa. O que estamos dizendo é que, no método de MQO, o objetivo é encontrar os
coeficientes (que aparecem “dentro” da expressdo dos residuos) de tal forma que a gente
minimize RSS.

Reescrevendo (5) para o caso particular do modelo de regressao simples leva a:
n 2 n ~ ~ 2 n ~ A A ~ ~ ~

RSS=Y (v~ %) = (v~ A~ Ao f =2y + B2+ 28 Byx + 2%~ 2y, B+ By ) (6)
i=1 i=1 i=1

E como minimizar (6)?

A condigdo de primeira ordem é derivar em relagdo aos S, e igualar as derivadas a zero. A rigor

vocé deveria verificar também o sinal da segunda derivada....

e Derivada comrelagdo a g,

a§§s —0=Y (28, + 28, % —2y,)=0= 204, + 23,3 % 2y, =
i=1 i=1

1 i=1

(7)
= 2N, +2n3,X-2ny=0= Y=, + B, X

Ou seja, a reta ajustada passa pelo ponto médio (X, V).

e Derivada comrelagdoa £,

6§§S =0= Zn:(Zﬁl.xi +28, X2 =2y, X, ): 0= Zn:{ZXi (,Bl -V, )+ 2,32.xi2}
2 i=1 i=1

n

:>Zn:{xi(:él_Yi)"‘:éz-xiz}:o:> nBl-K__Zn:Xi-Yi +lézzxi2 =0

i=1 i=1

Substituindo da equacdo (7) leva a:
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nﬁl-x_zxi-yi +Bzzxi2 =0= n(y_’gZ'i)X—zxi'yi +ﬁzzxi2 =0
i-1 i-1 i=1 i=1

nx.y - n:éz-iz - Z Xi-Yi +:ézz Xi2 =0
i=L i=L

n

= ,@2{2 X2 — n.iz} = Zn: X;.y; NX.y (8)

i=1

A ixi'yi -nX.y Zn:Xi-yi -n.X.y
:>ﬁ2 — i:ln — i:1n
> x2-nx? Z(xi ~x)
i=1 i=1

Sejam:
n n n 2
SXY = in Y, NX.Y = Z(Xi ~x)y,-y) e SXX= Z(Xi -X) (9)
i=1 i=1 i=1
Entdo, os estimadores MQO no caso da regressao linear simples podem ser escritos como:

- - ~  SXY

ﬂlzy_ﬂZ')_( € ﬂz:SX—X (10)

Importante

Note que, sob as nossas hipoteses, os x’s sdo fixos e assim as Univas variaveis aleatérias sdo os yi’s

(e os &i’s). Pelas equagBes (10) note que '32 N 2)):;

dos y’s. O mesmo se pode dizer de ,5’1 = )7—,&2.)_( , ele também é uma func¢do LINEAR dos y’s.

é uma funcdo LINEAR (embora complicada)

2 — O MODELO DE REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Suponha agora que, ao invés de n pares de pontos, temos n (k-1)-uplas de pontos, ou seja, cada
medicdo consiste em uma variavel de “saida” vy; e (k-1) varidveis explicativas x1i, x2i, ..., x(k-1)i.

Qual a “cara” do nosso modelo? Basta estender o sistema de equag¢bes (2) considerando agora a
existéncia de k colunas na matriz do modelo X (a 12. coluna corresponde ao termo constante e ao
coeficiente B1). Teremos uma representag¢ao matricial andloga a (2), como mostrado abaixo.
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1,1 Xl,(k—l)
yl 1 2,1 X2 (k-1) ﬂl e:L
y2 ' ﬂZ e2
Y = X =/ B= &= (11)
yn 1 Xn,l Xn,(k—l) ﬂk en

Note que Yénx1l, Xénxk Békx1leecénxl Assim, em forma matricial, o modelo de
regressao linear multipla tem exatamente a forma dada por (3).

Nota — a interpretacao da equagao estimada

T3o (ou mais importante) que encontrar os coeficientes que relacionam os xij e yi é interpretar o
significado destes coeficientes. As estimativas dos coeficientes num modelo de regressdao multipla
devem ser pensadas como tendo efeitos parciais, ou seja, “mantido tudo o mais constante”. E a
famosa hipdtese “ceteris paribus” em Economia.

De onde vem isso? Para simplificar, considere um modelo com apenas duas varidveis explicativas:
Yi = B+ By Xy + Py Xoi + &

Onde os erros tém as hipéteses usuais de média zero, variancia constante e sdo independentes
(ou pelo menos descorrelatados). Nestas condi¢cdes usamos o método de MQO para estimar os
coeficientes do modelo, e encontramos neste caso particular:

9i = ﬁl + IéZ'Xli + Bs-xz.i (12)

O intercepto f, é o valor previsto de y; quando ambas as varidveis explicativas sdo zero. Agora

pense em termos de variacdes nos x’s e no y. Podemos reescrever (12) como:
AY; = By AXy + By AXy, (13)

Esta expressdo nos da a variacdo prevista em y a partir das variagdes em x1 e x2. Em particular, se
mantivermos x2 constante, e assim Ax,; =0segue que Ay, = £3,.Ax;; . Analogamente, se x1 é fixo,

a variacdo em y é o coeficiente de x2 vezes a variacdo de x2.

3 — PREMISSAS DO MODELO LINEAR CLASSICO

A questdo principal agora é: quais sdo as hipdteses “desejaveis” para trabalharmos com um
modelo como (13)? Quais sdo as implicacdes destas hipdteses.
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Antes de enumerar as hipoteses do modelo linear classico dado pelo sistema de equagdes (13),
convém lembrar mais uma vez as hipéteses empregadas no modelo de regressao linear simples e
as consequéncias destas.

No modelo de regressao linear simples supomos que:

1- Os erros do modelo tém média zero e varidncia constante; E(e;) = 0 e VAR(e) =62 A
implicacdo imediata disso, dada a hipdtese 3 abaixo, é que os yi’s também tém variancia
constante, e sua média (condicional aos x’s) é a prépria equacdo de regressao que se quer
estimar.

2- Os erros sdo independentes (ou, no minimo, descorrelatados) e assim E(eiej) = E(e;)E(e;) = 0.
3- Os x’s sdo fixos (ndo estocasticos).

4- Se desejarmos inferir sobre a distribuicdo dos coeficientes estimados por MQO, geralmente
supomos a Normalidade dos erros. Sob normalidade, independéncia e correlagdo zero sao
hipdteses equivalentes, e assim podemos escrever e; iid N(O, 02) parai=1,2,...,n.

Quais as implicacoes destas hipdteses?
e Os estimadores MQO sdo, sob as hipdteses anteriores:
O LINEARES
0 NAO TENDENCIOSOS

0 DENTRE OS ESTIMADORES LINEARES, ELES TEM VARIANCIA MINIMA, ou seja, sdo os
MELHORES estimadores lineares ndo tendenciosos (sdo BLUE = best linear unbiased
estimators). Esta é a propriedade de Gauss-Markov.

E por que isso é importante?

0 O fato de um estimador ser linear torna o seu calculo facil. Por pior que ele

n n
“pareca”, sabe-se que ele tem a forma S, = Zkl y, +K, .
1=1

0 O fato de um estimador ser ndo tendencioso é muito conveniente — seu valor
esperado é exatamente o parametro desconhecido que ele pretende estimar.

0 O fato dos estimadores MQO, sob as condi¢Ges descritas acima, serem os melhores
estimadores lineares ndao tendenciosos nos diz que, dentre os estimadores “faceis”
de calcular e com uma propriedade desejavel (ndo tendenciosidade), os que
encontramos sdo os mais eficientes, pois tém a menor variancia, ou seja, a eles estd
associada a menor incerteza dentre todos os estimadores na mesma categoria.
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Como adaptar estas hipdteses para o modelo de regressao multipla escrito em forma matricial?

1- O vetor de erros tem média zero, i.e. E(¢) = 0 onde e é o vetor n x 1 que aparece nas
definicbes (11).

2- A matriz de variancia-covariancia de € é a matriz n x n COV = o1, onde | é a matriz

identidade de dimensdo n. Em outras palavras, todos os elementos da diagonal desta
matriz (que s3o as variancias dos erros) s3o iguais a ¢° e todos os elementos fora da
diagonal (que sdo as covariancias entre os erros) sdo zero.

3- A matriz de dados X é uma matriz n x k ndo estocastica, ou seja, seus elementos NAO s3o
variaveis aleatorias.

4- O posto da matriz X é k = min(n, k) — supde-se que existem menos variaveis (k) que
observacdes (n), e portanto os parametros do modelo podem ser estimados. Esta condicao
indica que NAO EXISTE COLINEARIDADE EXATA entre as variaveis explicativas, ou seja, NAO
EXISTE MULTICOLINEARIDADE entre as colunas de X. Em outras palavras, ndo podemos
escrever qualquer coluna de X como uma combinacdo linear de outras colunas.

5- O vetor de erros tem distribuicdo Normal multivaridada de dimens3ao n com vetor de
médias 0 e matriz de variancia-covaridncia COV = 6™.1.

4-ESTIMADORES MQO NO MODELO DE REGRESSAO MULTIPLA

Considere o modelo de regressdo multipla escrito na forma matricial (11). Podemos escrevé-lo
também na forma (3). Como obter os estimadores MQO?

Por construcdo, o método MQO consiste na minimizacao da soma do quadrado dos residuos.

Sejam: y = Xﬁ o vetor de valores ajustados pelo modelo (de dimensdonx 1) e £=Yy - o vetor

de residuos, também de dimens3do n x 1.

A soma do quadrado dos residuos é dada por:
A2 _ (2 = A\ €2 |_ata At - I p
RSS =2 &7 =(81.4,,8,)] *|=8'8=(y-9) (y—y)=(y—Xﬂ) (y—Xﬂ) (14)

Mas, é importante usar agora uma propriedade da transposta de matrizes: para quaisquer
matrizes C e D (com as dimensdes corretas), entdo (C.D)' = D".C". Usando esta propriedade acima:
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~\t ~ ~\t ~ A\t A~
Rss = (y—x8J (y- x)=y'y - (x8) y-y (x)+ (x5) (xB)-
=y'y=23'X'y+ B X' XB
Note que, acima, ao calcular o termo intermediario, notamos que BtXty € um escalar (e portanto

igual ao seu transposto Y (Xﬁ)

Derivando a soma do quadrado dos residuos e igualando a zero leva a (veja os detalhes no quadro

sobre derivadas de matrizes):

(X'X)B =Xty (15)
Multiplicando os dois lados da equacao (15) por (X*X)™ leva a:

(XXX X3 = (XX )" Xty = g =(X'X)" X'y (16)

A equacdo (16) fornece o estimador MQO em forma matricial. Note que a matriz (X'X) tem

~

dimens3o k x k, assim como sua inversa, X' em dimensdo k x n e y tem dimensdo n x 1. Assim, p

calculado em (16) tem dimensdo k x 1 como apropriado.
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Nota explicativa — derivadas de matrizes (Gujarati, p.745)
Regra 1l

Sejam a um vetor coluna n x 1 de nimeros e x um vetor coluna n x 1 de variaveis. Entdo a'.x é
um escalar e:

&
ola'.x) _ |a,
OX
an
Regra 2

Seja x um vetor n x 1 de varidveis e A uma matriz n x n de nimeros. Entdo x".A.x é um escalar e:

all a12 a'.Ln X1 aﬂ.lxl—l—a‘lzxz—'—"'—i_ainxn

a!XtAX!:Z.A.x:Z Ay By e Ay | X _ Ay Xy + Ay X, .+ 3, X,

anl an2 e ann Xn anlxl + anZXZ + “'+ ann Xn
Que é um vetor coluna n x 1 ou:
a; Q, ... q,
olx" Ax a, a, .. a
l—)=2.X‘A=2(xl,x2,...,xn Tz o=
OX
a, a, .. a,
=28, % +8,Xy + o F AL Xy, By Xy FBpXy F ot By Xy e B Xy F X, et B X, )

Que é um vetor linha 1 x n.

Exemplo 4.1. (O estimador MQO da regressao simples em forma matricial)

O modelo de regressao linear simples em forma matricial é dado por (2). Note que:

Xl
1 x,
. Ut 1 1 ... 1
X =] eentdao X' =
e X, Xy o X,

Logo:
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Xl
1
xtx_(l 1.1 _[ n ZXiJ
X X, .. X, lxn dx Y
Y1
Xty= 1 1 1 y2 — Zy|
XX Xy DY
Yn
Ainversade XX é
zxiz - n n
(XX =2 | == =X ondesxx =Y xt—nx? = (x, —x) (17)
SXX _% 1 = =)

Para casa: verifique que a matriz acima é realmente a inversa de X'X.

Logo, os estimadores MQO s3ao dados em forma matricial por:

F=(xx) Xty SXX[Z% }( Lo 1].{2 _

-X 1 X, .o X

1 ZX% 12]{23’- J_L[ Jny XY %Y,

-X ZXiYi SXX +ZX| Y.

1 va?—YinyiJ:L(v(Zx?—n¥2+n¥2)—i2xiyiJ:

SXX [ D %y, —nxy SXX SXY

1 V(Zxaz—nfz)—*ZXiyi+nW2]:L[y(SXX X(X %y - nyX)]

SXX SXY SXX SXY
__SXY
1 (V(SXX)=x(SXY )\ [ YT *oxx
~SXX SXY | SXY
SXX

Que sdo exatamente os estimadores MQO dados pela equacdo (10).

O seguinte resultado é muito util em inidmeras demonstracdes que envolvem estimadores MQO, e
assim merece ser enunciado separadamente.
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Resultado 4.2.

Sejam f3 e & os vetores de pardmetros e residuos, respectivamente, de um modelo de regress3o
multipla. Entdo:

X'E=X"(y=9)= X"y~ X.B)= X {y= X (x X "Xy )= X'y - X X (x XXy =
=X'y—-IX'y=X'y-X'y=0

A soma do quadrado dos residuos, RSS, pode ser escrita como:
RsS =52 =y X3 (y-xg)= y'y- (%) y - y' (x3)+ (x5} ()=

— Yy =28 Xy + BXIXB = Yy =28 Xy + BXX(X XXy =
=y'y-28"X'y+ Xy =y'y - Xy

Teorema 4.3.
Os estimadores MQO ,3 sao ndo tendenciosos.

Demonstracgao

Pela equacdo (16): ,é :(XtX)fl.Xt.ye devemos lembrar que X é uma matriz fixa (ndo aleatéria).

Entdo:

E(3)= (XX )" X E(y)= (X X" X E(XB+ &)= (X X ) X X8+ (X X X 'E(s) =
= p+(X'X)"X(0)=

Pois os erros tém média nula por hipdtese.

Teorema 4.4.
A matriz de variancia-covariancia doss estimadores MQO /£ é dada por:

v IUZ(XtX)& onde o> =VAR(g,) parai=12,...,n

Demonstracgao

var(p)=E| (3-p)3- 5 |
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Mas, note que:

Seja A= (XX )X

Entao:

VAR(B) = E|(Ac)Ac) |= E[Ac.e' A']= AE[z.£' A" = 02 AIA" = 2 AN
Mas:

AA! =(xtx)‘1xt[(xtx)‘1xt} =(x ) XX (XX ) =(x )
Finalmente:

VAR(f) = 62AA" = o (X X |
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