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Teoria da Decisdo: NEYMAN-PEARSON e BAYES

1- Introducgao

Teoria da Decisao é uma extensao das teorias de testes de hipoteses e estimacéo, e
permite modelar situagdes nas quais as teorias classicas sdo inadequadas.

Os elementos da Teoria da Decisdo sdo muito semelhantes aos da teoria
matematica dos jogos desenvolvida por Von Neumann e Morgenstern (1944) mas,
para finalidades estatisticas, um dos “jogadores” é a propria natureza (ao invés de
um “jogador” propriamente dito) e que “age” através de uma experiéncia aleatodria.

A andlise Bayesiana e a Teoria da Decisdao fornecem visdes unificadas da
Estatistica, e torna-se bastante natural pensar nas duas em conjunto. No entanto,
grande parte das respectivas teorias desenvolveu-se em separado. No lado
Bayesiano, houve a expansdo da teoria de inferéncia estatistica (subjetiva e
objetiva) e o reconhecimento de que a analise estatistica deve ser encarada
condicionalmente (ou seja, os dados observados devem ser tratados como
conhecidos). Este desenvolvimento ocorreu mesmo sem a incorporagao formal da
funcao de perda a analise.

Por outro lado, existem contribuicdes importantes a teoria da decisao feitas por
estatisticos frequentistas (por exemplo, Wald). Na Teoria da Decisédo frequentista
evita-se a utilizagao formal de distribuigdes a priori.

Aqui adotaremos na maior parte do tempo o paradigma Bayesiano para
introduzir as idéias de Teoria da Decisao.

Quais os elementos fundamentais num problema de teoria de decisao?

1) Um conjunto n&o vazio ® de possiveis estados da natureza 6 (o espago
parameétrico), a partir dos quais decisées devem ser tomadas;

2) Um conjunto ndo vazio A de TODAS as possiveis decisbes que podem ser
tomadas;

3) Uma funcdo perda L que determina a perda L(6, a) sofrida pelo individuo
quando ele toma a acédo a (que é uma fungédo do resultado observado da
experiéncia aleatoria) e do real estado da natureza 0. Esta perda € expressa
como um numero real (cuja interpretagao fisica € uma perda monetaria).

Um problema de decisdao estatistica € um jogo (®, A, L) acoplado a uma
experiéncia aleatoria cujo resultado x tem densidade p(x|0) que depende de um dos
“‘estados da natureza” 6 no espaco paramétrico ©.
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Em termos praticos, a agao( ou decisdo) a geralmente indica o valor da estimativa
usada para o parametro 6.

Suponha que, com base no resultado x da experiéncia aleatéria, o estatistico
escolha uma agéao a, a = T(x), que resulta numa perda L(0, a).

Definicao 1.1.
Pode-se calcular o valor esperado da funcao perda sobre todos os resultados
possiveis da experiéncia, o que nos da:

R(0,7)= E{L(0.7(x))} = [ L(6.7(x))p(x0)ax (1)

A integral (1) depende do verdadeiro estado da natureza 6 e da forma da funcéo
T(x), que serve para determinar que decisdo sera tomada uma vez observado o
resultado da experiéncia aleatdria.

R(6,T) definido pela equagéao (1) é chamado de fungao risco.

Um problema potencial...

= Aintegral (1) pode nao existir, mas iremos ignorar este caso!

= Definiremos uma regra de decisao ou funcdao de decisdao como qualquer
funcéo T para a qual R(0, T) existe e é finita para todo 6 € ©.

A escolha da funcao perda e, consequentemente, o calculo do risco a ela associado
€, até certo ponto arbitraria. Existem algumas escolhas “naturais” (ou, pelo menos,
mais comuns), como as fung¢des perda quadratica e erro absoluto. Entretanto, estas
nao sao as unicas fungdes possiveis.

Algumas escolhas usuais para a fung¢ao perda sao:

Funcao perda quadratica L(6, a) = (6-a)’

Funcéo perda erro absoluto L(6,a)=16-4a|

Funcdo perda erro quadratico | L(,a)= w(0).( 0 - a)?

ponderado

Funcgéo perda 0-1 L6, 3) ={0 se O=a
1 se O#a

Agora suponha que temos crengas prévias sobre o estado da natureza, expressas
na forma de uma distribuicdo a priori n(6). O risco de Bayes r(T) da regra de
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decisdo T é definido como o valor esperado de R(0,T) para todos os possiveis
estados da natureza 6.

Definigao 1.2. (Risco de Bayes)
r(T) = E{R(O,T)} = [R(0.T)x(0)}t0

r(T) € um numero real, e portanto pode-se comparar dois estimadores com base nos
seus respectivos riscos de Bayes, preferindo aquele com o menor risco, isto €,
estabelecer uma regra de decisao.

Uma idéia....
Que tal minimizar as perdas através da minimizag¢ao do risco de Bayes?

#(T) = j j L(O,T(x))p(x0)7(0)dxd 6 = j j L(0,T(x))p(x,0)dxd6 =

- f {fL(eaT (x))P(‘9|x)d‘9}P(X)dx (2)

A perda esperada a posteriori de uma acgao a é definida como:

pla,x)= IL(@,a)p(l9|x)d(9 (3)

Entao, o risco de Bayes é minimizado se a regra de decisdo T é escolhida de
tal forma que p(T(x), x) seja um minimo para todo x.

\ 2- Estimacgéo Pontual

Agora aplicamos a teoria bayesiana de decisao para encontrar estimadores pontuais
de parametros de interesse.

Uma regra de decisdo bayesiana neste contexto € chamada de estimador de
Bayes. Deve ser ébvio da expressao (3) que os estimadores de Bayes dependem
de qual fungao perda é usada !!!

Seja X =(X,,X,,...,X,) uma amostra aleatdria da densidade f(x, 6). Seja T(X) um

estimador para 6 e x o valor observado de X .

O estimador de Bayes de 6 com respeito a fungao perda L(0, T) é aquele com o
menor risco de Bayes.
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1) Fungao de perda quadratica

Se a funcgdo perda empregada é a quadratica, isto €, L(0, a) = (6 - a)?, entdo: p(a,
X) reduz-se ao erro quadratico médio, e o estimador de Bayes é apenas a média da
distribuicao a posteriori de 6.

Perda Quadratica

Estimador de Bayes
L=(6-a) ' Média da Posteriori

Exemplo 2.1.

(Estimador de Bayes para o parametro de uma distribuigdo de Bernoulli)
iid

Sejam X4, Xy, ..., Xn ~ Bernoulli(6). Considere a priori n(6) = Beta(o,) onde o e B
sao conhecidos. Suponha que usamos uma funcéo de perda quadratica. Encontre o
estimador de Bayes para 0.

Solugao

A distribuicdo a posteriori para 6 € uma Beta(a+ZX;, B + n-ZX;). A média desta
posteriori é:

a+ZXi _a+ZXi
a+Y X +f+n-> X, a+f+n

O estimador de Bayes usando uma fungéo de perda quadratica é:

F*(X)—aJFZXi— a+nX B n 5. (a+p) ( a j
~ _a+ﬂ+n_a+ﬂ+n_a+ﬂ+n a+pf+n\a+pf

Note que X é o estimador de maxima verossimilhanca para 6, e o/(a+P) € a média
da priori. Assim, o estimador de Bayes é uma soma ponderada da média a priori €
do estimador de maxima verossimilhanca de 0, e os pesos desta soma dependem
dos parametros o e 3 da priori e do numero de observagdes na amostra (n).
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Ao escolher uma priori para 6 devemos nos preocupar ndo apenas com o e § que
nos déem a média a priori desejada, mas também com o valor dos pesos a
posteriori. A soma o + 3 nos da o peso equivalente ao de uma amostra de tamanho
n.

Assim, se a nossa opinido a priori tem tanto peso quanto uma amostra de tamanho
20, e se a nossa média a priori é 3/4, devemos escolher o e f tais que:

@ =§€0{+ﬂ=20:>0{=156ﬂ=5
a+p 4

Exemplo 2.2. (Estimador de Bayes para a média de uma Normal com perda
quadratica)

iid
Sejam X4, Xo, ..., Xp ~ N(e,cz), onde c® é conhecido. Considere a seguinte priori
para o:

(@)= N(u,,o;), onde u,,o; séo conhecidos, e suponha que usamos uma fungéo

de perda quadratica. Encontre o estimador de Bayes para 6.
Solugao
O estimador de Bayes para 6 € p,, a média a posteriori , isto é:

2 2y

o U, +no, X x, i

rHd)=u, = o’ +no, T ,u0+7[ X
0 p p

onde mo, 7L, mp SA0 as precisdes (reciprocos das variancias).

2) Fungao de Perda Erro Absoluto
Também €& usada com frequéncia na pratica.
L(6,a) = |0 —ad

Para qualquer valor observado X, o estimador de Bayes deve minimizar:

E[|t9— a|

X1 Pode-se mostrar que para qualquer distribuigao para 6, min E[|0— a| X]

ocorre quando a é a mediana da distribuicdo de 0.

Logo, o estimador de Bayes T *(X) para 6 usando a perda erro absoluto ¢ a

mediana da distribuicdo a posteriori de 0.
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Estimador de Bayes

Mediana da Posteriori

Exemplo 2.3. (Bernoulli)

Considere a mesma situagao do exemplo 2.1., mas suponha que usamos a fungao
perda erro absoluto. O estimador de Bayes para 6 é a mediana da posteriori, ou
seja, a mediana de uma distribuicdo Beta(a+ZX;, p+n-XX;). Nao existe uma
expressao simples para esta mediana, ela tem que ser obtida por métodos
numericos.

Em alguns casos simples € possivel chegar a uma solugéo analitica do problema.
Por exemplo, suponha que a priori para 6 é Beta(a. =2, B = 1), e que observamos
n = 5 repeticdes de Bernoulli que resultam em XX; = 3 sucessos.

A densidade a posteriori € Beta(a+ZX;, B+n -XX;) = Beta(5,3), e devemos descobrir a
mediana m desta densidade. Note que m satisfaz:

Tr(—g)é’s'l (1-6)"'d0 =50% = 1
o, TOI'(5) 5

e m é um numero no intervalo (0,1).
Ou segja:

' m
T gta-6ydo=-
21414 2

jer‘(1—2¢9+92)de=l
) 2

5040
2(24)

210 [(6* —20° +6°)d0=1
0
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5 6 7
ppo|m__2m m |,
5 6 7

5 6 7
710 42m> —70m”> + 30m 1
210

42m° —70m® +30m’ =1
30m’ - 70m°+ 42m° - 1 = 0 é a equaco a ser resolvida.

A solugdo desta equacdo é: m = 0.6359 e é este o valor do estimador de Bayes
usando a perda erro absoluto.

Se tivéssemos usado a fungao perda quadratica, o estimador de Bayes seria apenas
a média da posteriori que é:

ochZ:Xi 2+3 5
= =—=0.625
a+Y X, +f+n-> X, 5+1+5+3 8

A moda da densidade a posteriori € a moda de uma densidade Beta(5, 3), que é o

ponto tal que: &495‘1(1—6’)3_1 seja maximo. Se notarmos que o logaritmo desta
r3)res)

posteriori tem 0 mesmo maximo que a densidade, podemos derivar o logaritmo

desta densidade com relagao a 6 e igualar a zero para encontrar : 4.(1/6) + 2.{ -1/(1-

0)} =0 e assim 6 = 2/3.

Logo, neste caso 3 estimadores possiveis séo:

média 0.625
mediana 0.6359
moda 2/3 =0.666

Em todos os exemplos ja exibidos aqui, € importante ressaltar uma caracteristica
fundamental da anélise bayesiana de qualquer problema: aqui, ao contrario do que
ocorre quando adotamos uma solucao frequentista, a “solugdo” do problema é uma
distribuicao de probabilidade, e ndo apenas uma estimativa pontual. Na verdade, o
paradigma bayesiano fornece uma “resposta” ao problema de estimagao pontual
muito mais completo que a obtida através da solugdo classica, pois nos permite
visualizar “por inteiro” a distribuigdo a posteriori.
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Exemplo 2.4. (Normal) — perda erro absoluto

Considere a situagdo do exemplo 2.2. mas suponha que usamos a fungdo perda
erro absoluto. O estimador de Bayes T *(X) é agora a mediana da posteriori. Mas,

a densidade a posteriori € Normal, e neste caso a média e a mediana coincidem, e
assim o estimador de Bayes é o mesmo usando-se a perda quadratica ou a perda
erro absoluto.

3- Limitagoes

Muitos estatisticos bayesianos tém sérias restricdes contra toda a idéia de
estimagdo pontual. Alguns pontos que foram apresentados sao realmente
questionaveis, por exemplo:

= Num caso especifico, por que uma determinada fun¢do perda deve representar
as “reais” penalidades econbémicas incorridas ao tomar uma decisao incorreta?

= Certamente a mesma fungao perda nao deve ser valida em todos os casos.

» Muitas vezes o erro quadratico médio € infinito, mesmo quando empregamos o
estimador mais razoavel, o que nos leva a “magicas” para garantir que as
integrais convirjam... (“adhockery” segundo Lindley)

» Se a distribuicdo a posteriori € bimodal, ndo faz muito sentido falar em um unico
estimador pontual....

4- Inferéncia e Teoria de Decisao

O problema de inferéncia discutido aqui € basico para qualquer problema de
decisao, pois este ultimo s6 podera ser resolvido a partir da correta especificagao
do conhecimento sobre o estado da natureza 6. Mas, o papel da inferéncia
estatistica € EXATAMENTE prover o conhecimento sobre 6 que permita a tomada
de decisbes, através do fornecimento da distribuicdo a posteriori (ou de um sumario
apropriado). Os problemas de deciséo e inferéncia sédo, a principio, dissociados, e
nédo precisam ser resolvidos pelo mesmo individuo — por exemplo, (Lindley), um
cientista ndo considera as decisbées que deverdo ser tomadas a partir de suas
descobertas; sua tarefa € descrever de maneira precisa os pardmetros da sua
experiéncia.

5- Relagao entre Teoria da Decisao e Testes de Hipoteses Classicos

E possivel reformular os testes de hipétese na linguagem da teoria de decis&o.

Suponha que desejamos testar Hyp: 6 € ©¢ versus H¢: 6 € ®4. Existem duas decisdes
possiveis, a saber:
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ap = aceitar Ho
a, = aceitar Hq (rejeitar Hp)

Sejam np € w1 as probabilidades a priori para H, € Hy respectivamente, e po, p1 as
probabilidades a posteriori.

O fator de Bayes ¢é definido como:

5 (p/p)
(72'0/”1)
Sejam:

po (0) = m(0)/mo e
P1 (9) Tc(e)/m

onde 7(0) é a densidade a priori.

Suponha que existe uma funcao perda L(6, a) definida como:

ale 0e o 0e QF
ao 0 1
a1 1 0

Entdo o uso de uma regra de decisao T(x) resulta numa fungédo perda esperada a
posteriori:

p(ao= X) =P
p(a']’ X) = Po

Assim, uma decisao T(x) que minimiza a perda esperada a posteriori € apenas
uma decisdao que ACEITA a hipotese com MAIOR PROBABILIDADE A
POSTERIORI. Mas, esta era exatamente a forma de escolher entre hipoteses
quando a idéia de testes de hipéteses foi originalmente concebida.

De forma mais geral, se a fungéo perda é uma funcao “0-K/”, isto é:

a|6 0 € O 0 € O
aO O Ko
aiq K1 0

As perdas esperadas a posteriori das duas decisdes sao:
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p(a0, X) = p1.Ko
p(a1, X) = po.K4

Uma regra de decisdo de Bayes resulta na rejeigao da hipétese nula se, e somente
se: po-K1 < p1.Ko, Ou seja, se a perda esperada da decisdo a; € menor que a
perda esperada da decisao ao.

Ou seja, em termos do fator de Bayes:

_ (po/p1)< (ko/kl)
e (7[0/7[1) (7[0/7[1)

Na terminologia da estatistica classica, isto corresponde ao uso da regiao critica:

R:{x:B< (ko/kl)}

(7[0/7[1)

No caso de duas hipdteses simples ©p = {60} e ®1 = {01}, 0 teorema de Bayes implica
em:

p(x|6?0)

B= , a razao das verossimilhancgas e a regiao critica toma a forma:
P(x|‘91 )

R—{ .p(x|90) (ko/kl)
=4X: <

p(x|(91) (”o/ﬂl)
teoria de Neyman e Pearson. A diferenga € que, na teoria de Neyman e Pearson, o

“valor critico’da regido de rejeicdo € determinado fixando-se o, ou seja, pela
probabilidade de x cair na regido de rejeicao se a hipétese nula for verdadeira.

} que € o teste de razédo de verossimilhanga sugerido pela

Ao contrario, na abordagem da teoria de decisao, o valor critico é fixado em termos
da funcao perda e das probabilidades a priori.
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