Exercicios - Capitulo 2

Problema 1

Tomou-se uma amostra de 1000 pessoas num shopping center com o objetivo de verificar a
relagdo entre o nimero de cartdes de crédito e a renda familiar (em salarios minimos). Os
resultados obtidos estdo na tabela a seguir .

NUimero de cartdes | Ndo tem cartdo de | 1 cartdo de crédito mais de 1 cartdo de
- crédito crédito

Renda |

até 10 S.M. 250 80 20

10 a 20 S.M. 100 200 40

20 a 30 S.M. 50 40 60

mais de 30 S.M. 20 40 100

Uma pessoa € escolhida ao acaso. Calcule as seguintes probabilidades :
a) De que a pessoa tenha renda em cada uma das 4 categorias.
b) Qual a probabilidade de uma pessoa nao ter cartdo de crédito ? Ter 1 cartdo de crédito ? Ter
mais de 1 cartdo de crédito ?
c) Dado que a pessoa tem renda entre 10 e 20 S.M. , qual a probabilidade de que ela n&do tenha
cartdo de crédito ?
d) Dado que uma pessoa tem mais de 1 cartdo de crédito, qual a probabilidade da sua renda
familiar estar acima de 30 S.M. ?
e) Existe independéncia entre faixa de renda e o nimero de cartdes de crédito ? Por que ?
Solugao
a) Pr(renda até 10 S.M.) = (250+80+20)/1000 = 350/1000 = 0.35

Pr(renda entre 10 e 20 S.M) = 340/1000 = 0.34

Pr(renda entre 20 e 30 S.M) = 150/1000 = 0.15

Pr(renda acima de 30 S.M.) = 160/1000 = 0.16

b) Pr(ndo ter cartdo de crédito) = 420/1000 = 0.42
Pr( 1 cartdo de crédito) = 0.36
Pr(mais de 1 cartéo de crédito) = 0.22

Nos itens c) e d) a seguir, lembre-se da definicdo de probabilidade condicional de um evento A
dado um evento B, que é: Pr(A|B) = Pr(A n B)/Pr(B) (desde que o denominador ndo seja zero!).
¢) Pr( ndo ter cartdo | renda entre 10 e 20 S.M.) = 100/340 = 0.29

d) Pr(renda acima de 30 S.M. | mais de um cartdo) = 100/220 = 0.45.

e) Lembre-se da definicdo de independéncia entre dois eventos: A e B s&o independentes se, e
somente se: Pr(A n B) = Pr(A).Pr(B). Neste caso, para provar que renda familiar e nimero de
cartdes de crédito sdo independentes, precisamos verificar (para todas as células) que a
probabilidade de cada célula na tabela dada é igual ao produto das probabilidades da
respectiva linha e coluna em que a célula esta situada. Mas, isso claramente ndo é verdade.
Por exemplo, ao olharmos para a célula do canto inferior direito da tabela, observamos que:
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Pr( mais de um cartédo e renda acima de 30 S.M.) = 0.10, o que é claramente diferente do
produto: Pr( mais de um cartdo).Pr( renda acima de 30 S.M.) = (0.22).(0.16) = 0.035.

Logo, renda familiar e nimero de cart8es de crédito sdo dependentes.

Problema 2
Os clientes de um banco tém como opgao de investimento: poupanca, CDB e fundos.

20 % dos clientes do banco tém caderneta de poupanca,

5 % dos clientes do banco tém CDB,

25 % dos clientes do banco tém aplicagdes em fundos.
Para simplificar, suponha que estas 3 modalidades de investimento sdo exclusivas, isto é, o
cliente s6 pode ter 1 tipo de investimento no banco.
O banco realizou uma pesquisa entre seus clientes para avaliar o interesse pelo langamento de
um novo tipo de seguro de vida.
Dado que o cliente aplica em poupanca, 10 % destes se mostraram interessados no seguro.
Dentre os clientes de CDB, 30 % se interessaram pelo seguro, e dentre os clientes dos fundos, 40
% demonstraram interesse pelo novo produto.

Um cliente do banco é selecionado aleatoriamente.

a) Qual a probabilidade dele se interessar pelo novo seguro de vida?

b) Dado que o cliente esta interessado no novo seguro de vida, qual a probabilidade dele ser
cliente em cada um dos 3 tipos de investimento (poupanca, CDB e fundos)?

Suponha agora que o cliente pode ter diversas modalidades de investimento no banco . As
probabilidades de um cliente ter exclusivamente poupanca, CDB e fundos sdo, respectivamente,
20 %, 5 % e 25 %. Suponha também que as probabilidades de mais de 1 investimento estdo
distribuidas da seguinte maneira:

- Poupanca e CDB - 10 % dos clientes,

- Poupanca e Fundos - 10 % dos clientes,

- CDB e Fundos - 5 % dos clientes.

Nenhum cliente possui os 3 tipos de investimento simultaneamente. Calcule as seguintes
probabilidades:

c¢) Do cliente néo ter CDB?

d) Do cliente ter CDB e ndo ter poupanca?

Solugao

As seguintes probabilidades séo dadas:

Pr(poupanca) = 20%

Pr(CDB) = 5%

Pr(fundos) = 25%

E as modalidades de investimento sdo exclusivas, e entdo:
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Pr(poupanga n CDB) = Pr(poupang¢a n fundos) = Pr(CDB n fundos) = Pr(poupanca n CDB n
fundos) = 0.

Em termos do interesse por seguro de vida, sdo dadas as seguintes probabilidades condicionais:
Pr(Seguro| poupanc¢a) = 10%

Pr(Seguro| CDB) = 30%

Pr(Seguro| fundos) = 40%

a) A probabilidade de um cliente escolhido aleatoriamente se interessar pelo novo seguro de
vida é a probabilidade do evento:
seguro = (seguro n CDB) [(seguro n poupanca) (seguro n fundos) Q)

Note que as 3 opg¢les de investimento (CDB, poupanca e fundos) formam uma particdo do
universo de clientes do banco, pois a unido dos clientes em cada uma destas categorias forma o
universo de clientes e a intersecdo destas 3 categorias € nula (quanto tomadas duas a duas ou
em conjunto). ISso nos permite escrever o evento “interesse por seguro” como a unido dos
eventos mostrada acima. Também, é importante notar que a probabilidade de cada uma das
intersecBes indicadas pode ser escrita em termos de uma probabilidade condicional e uma
incondicional, como mostraremos a seguir.

Pr(seguro n CDB) = Pr(seguro | CDB).Pr(CDB)
E analogamente para Pr(seguro n poupanca) e Pr(seguro n fundos).

Também, a unido de eventos dada pela expressdo (1) € uma unido de eventos mutuamente
exclusivos e portanto sua probabilidade é apenas a soma das probabilidades dos eventos que
compdem a unido.

Apo6s levarmos tudo isso em consideragdo, a probabilidade desejada torna-se:

Pr(seguro) = Pr(seguro n CDB) +Pr(seguro n poupanca) +Pr(seguro n fundos)

Pr(seguro) = Pr(seguro | CDB).Pr(CDB) +Pr(seguro | poupanca).Pr(poupanca)+
+Pr(seguro | fundos).Pr(fundos)

Pr(seguro) = (30%)(5%) + (10%)(20%) + (40%)(25%) = 0.135 = 13.5%
b) Este item representa uma aplicacdo direta do teorema de Bayes. Agora restringimos o
universo de clientes do banco apenas aos clientes que tém interesse no novo seguro, e

precisamos obter as probabilidades condicionais do cliente ter aplicagfes em cada categoria.

Especificamente, desejamos calcular: Pr( CDB | seguro), Pr( poupanca | seguro) e Pr( fundos |
seguro).

Pela defini¢do de probabilidade condicional:
Pr( CDB | seguro) = Pr( seguro n CDB)/Pr(seguro) =
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= Pr(seguro | CDB).Pr(CDB)/Pr(seguro) = (30%)(5%)/(13.5%) = 11.1%
Analogamente:
Pr( poupancga | seguro) = (10%)(20%)/(13.5%) = 14.8%
Pr( fundos | seguro) = (40%)(25%)/(13.5%) = 74.1%

¢) Agora a solucao fica um pouco mais complicada, pois as 3 categorias de investimento (CDB,
poupanca e fundos) n&o sdo mutuamente exclusivas.

As seguintes probabilidades séo dadas:
Pr(poupanca n CDB) = 10%
Pr(poupancga n fundos) = 10%

Pr(CDB n fundos) = 5%

Pr(poupanga n CDB n fundos) =0
Pr(s6 ter poupanca) = 20%

Pr(s6 ter CDB) = 5%

Pr(so ter fundos) = 25%

O evento {ndo ter CDB} é equivalente ao evento: {ter apenas poupanca OU ter apenas fundo OU
ter poupanga e fundo}, e assim a probabilidade desejada é:

Pr{ndo ter CDB} = Pr(s6 poupanca) + Pr(s6 fundos) + Pr(poupanca n fundos) = 20% + 25% +
10% =55%

d) O evento {ter CDB e néo ter poupanca} é equivalente ao evento: {s6 CDB} [0{ CDB e fundo} e
sua probabilidade é 5% + 5% = 10%.

Problema 3

Um estado tem 3 milhdes de veiculos cadastrados e pretende-se mudar o esquema de
licenciamento, passando a usar placas com 6 simbolos, dos quais os 3 primeiros séo letras e os
outros 3 sédo digitos. Este esquema é viavel, isto é, neste esquema conseguimos identificar cada
um dos veiculos registrados no estado?

Solugao

Considere o alfabeto tem 27 letras (incluimos K, W e Y).

O numero de placas diferentes que podem ser formadas por 3 letras é:
27
A ==
3,27 24
Analogamente, o nimero de placas diferentes que podem ser formadas por 3 algarismos é:

10!

7
Pelo principio da multiplicagdo, o numero de veiculos que podem ser identificados por este

A0 =

esquema de 6 digitos (3 primeiras posi¢des séo letras e os outros 3 caracteres sdo nimeros) é:

Probabilidade: um curso introdutério




21 10 . . , p
Asg 57.4310 :—.7?:12,636,000 ou seja, aproximadamente 4 vezes o nimero total de veiculos

24
existente. Logo, pelo menos a médio prazo, este esquema deve ser apropriado para identificar o
namero de veiculos no estado.

Problema 4

Um supermercado passou a funcionar 24 horas por dia e 0 seu gerente precisa dividir os
empregados em turnos, e precisa determinar de quantas maneiras ele pode dividir os
empregados que irdo trabalhar no primeiro turno. Existem 10 funcionarios capazes de trabalhar
como caixas, 12 aptos a serem empacotadores e 8 faxineiros. Se um turno requer 5 caixas, 5
empacotadores e 3 faxineiros, de quantas maneiras pode-se dividir os empregados que irdo
trabalhar num turno?

Solugao

Dos 10 funcionarios aptos a serem caixas, precisamos escolher 5. Existem

o 10 . . S .
CS,lO:% E:%manelras de selecionar estes funcionarios. Analogamente, existem

20 12 . .
Cs1z :% E:ﬁ maneiras de selecionar empacotadores, e Cyg = EH:% formas de escolher

os faxineiros. Pelo principio da multiplicagéo, existem:

02
% % %%:11.176.704 maneiras de alocar os funcionarios.

Problema 5

Uma empresa de seguro salde precisa montar um esquema de revezamento entre seus
funcionarios. A empresa quer saber quantas equipes de atendimento em ambulancia pode formar,
sabendo que cada equipe é constituida por 1 motorista, 1 médico e 2 enfermeiros. A empresa
conta nos seus quadros com 20 motoristas, 8 médicos e 25 enfermeiros.

Solugao

Veja a solugdo do problema anterior.

. 0 . . . L
Existem g Ez 20 maneiras de escolher um motorista, EHszormas de selecionar um médico e

5 . . .
% H:@:%Omanelras de escolher um enfermeiro. Logo, a empresa podera formar

20(8)(300) = 48.000 equipes.

Problema 6

Uma pequena empresa de consultoria decide premiar seus funcionarios mais jovens (com menos
de 3 anos de emprego) com um curso de treinamento no exterior. Existem 15 funcionarios com
menos de 3 anos de emprego, dos quais 10 sdo homens e 5 mulheres. 4 funcionarios seréo
enviados para o treinamento no exterior.

a) Neste grupo de 15 empregados, quantos subconjunto de 4 pessoas podem ser formados?
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b) Quantos subconjuntos de 4 pessoas podem ser formados incluindo exatamente 2 homens?
Solugao

5 .
a) Pode-se formar E‘ Ez 1365 subconjuntos de 4 pessoas.

0 .
b) Existem % H:45 grupos com 2 homens e gﬁzlo grupos contendo 2 mulheres. Assim,

podemos formar 45(10) = 450 subconjuntos de 4 pessoas contendo exatamente 2
homens.

Problema 7
Vocé esta numa sessé@o de cinema na qual ocorre uma promocgédo de um provedor Internet, que
esta dando 6 meses de acesso gratuito. Existem 80 pessoas no cinema, das quais apenas 30
possuem computador e portanto poderiam estar interessadas nesta promogdo. O provedor
seleciona aleatoriamente 5 espectadores. Qual a probabilidade de 3 ou mais espectadores se
interessarem pela promogao (isto é, 3 ou mais terem computador)?
Solucao
N = 80 pessoas = tamanho da “populagdo”
r = 30 pessoas possuidoras de computador
n =5 = tamanho da amostra
X = ndmero de pessoas na amostra que possuem computador
Desejamos encontrar Pr(X=3)=1-Pr(X<3)=1-Pr(X=0)-Pr(X=1) - Pr(X=2).
Note que a amostragem € sem reposi¢do, e portanto devemos calcular as probabilidades pela
férmula hipergeométrica. Neste caso:

i

-X

e os valores destas probabilidades estdo na proxima tabela:

Pr(X=x)

8,81%

28,74%

N| | O] X

35,47%

Logo: Pr( X = 3) = 1 — 73.02% = 26.98%

Problema 8

Uma concessionaria de automéveis estd fazendo uma grande promocado de vendas no préximo
final de semana. A empresa conta com 12 vendedores, dos quais 4 sdo mulheres. A
concessionaria estara aberta no final de semana em esquema de plantdo, e precisara de 8
vendedores, dos quais 2 obrigatoriamente sdo mulheres. Quantas equipes de vendedores podem
ser formadas para o plantdo?
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Solugao
Vamos precisar de 8 vendedores, dos quais 2 sdo mulheres.
Logo, deve-se selecionar 6 dentre os 8 homens e 2 dentre as 4 mulheres, e assim existem

E%H: (28).(6) =168 possiveis equipes.

Problema 9

Um posto de gasolina localizado numa estrada tem 20 bombas de combustivel. O posto vende 5

tipos de combustivel: diesel, alcool, gasolina comum, gasolina aditivada e gasolina premium. As

duas bombas situadas mais perto da estrada devem conter, obrigatoriamente, diesel, pois do

contrario os caminhdes que se abastecem de diesel ndo teriam espago para manobrar. Um

arquiteto é contratado para fazer uma reforma no posto e precisa saber quais as possiveis

disposicdes das bombas.

a) Quantas disposi¢cdes de bombas existem se: 2 bombas vendem &lcool e as 16 restantes
vendem gasolina (ndo importa de que tipo).

b) Quantas disposi¢cdes de bombas existem se: 2 bombas vendem alcool, 8 vendem gasolina
comum, 5 vendem gasolina aditivada e as 3 restantes vendem gasolina premium.

Problema 10

Numa vila pode-se estacionar 6 carros em vagas numeradas, todas do mesmo lado da rua e em
sequéncia. De gquantas maneiras pode-se estacionar 0s carros nestas vagas? Supondo que, a
cada noite, as pessoas estacionam seus carros numa ordem diferente, quantos dias serdo
necessarios para que a sequéncia dos carros se repita?

Solugao

Pode-se gerar 6! = 720 sequéncias de carros.

A seqliéncia de carros sera repetida em 5! = 120 dias.

Problema 11

Um conjunto de 40 fusiveis é produzido e depois inspecionado usando-se o procedimento

descrito a seguir: toma-se uma amostra aleatéria de 5 fusiveis. Se pelo menos 4 destes fusiveis

"desarmam" na amperagem correta, o lote de 40 fusiveis é aceito. Do contrario o lote é rejeitado.

Suponha que existem 8 fusiveis defeituosos dentre os 40 produzidos.

Qual a probabilidade do lote ser aceito:

a) Usando-se amostragem sem reposi¢éo (Hipergeométrica)

b) Usando-se amostragem com reposi¢éo (Binomial)

Solugao

Para que o lote seja aceito, no méximo um fusivel do lote serd defeituoso (em outras palavras,

podem existir zero ou um fusiveis defeituosos no lote). Seja X o numero de fusiveis defeituosos

encontrado no lote. Precisamos calcular a probabilidade de que X seja menor ou igual a 1, isto &,

Pr(X=0) + Pr(X = 1).

a) Supondo amostragem sem reposicao, as probabilidades dos diversos valores de X devem ser
calculadas usando a formula da distribuicdo Hipergeométrica, isto é:
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A
1
Neste caso devemos avaliar estas probabilidades com X = 0 e X = 1, 0 que nos leva aos
seguintes resultados:
%% H 201376 —306% e PrX 1 g% H 287680
@ H 658008 % H 658008

Entdo, a probabilidade do lote ser aceito é Pr(X <1) = 30.6% + 43.72% = 74.32%.

=43.72%

b) Agora usamos a formula Binomial para calcular as probabilidades desejadas. O restante da
argumentacdo permanece igual. Aqui (amostragem COM reposi¢cdo) a probabilidade de x
fusiveis com defeito no lote é:

X =x)= gaoz)x (0.8

Pela aplicagdo direta da férmula anterior verificamos que a probabilidade de 0 fusiveis defeituosos
é (0.8)° e a probabilidade de um fusivel com defeito é (0.8)* . Assim, a probabilidade do lote ser
rejeitado é 73.73%.

Problema 12
4 maquinas ( M1, My , M3 e My ) s&o usadas para fabricar o mesmo tipo de produto. Suponha

ue :
! 20 % dos produtos séo fabricados por Mg
25 % dos produtos séo fabricados por Mo
25 % dos produtos séo fabricados por M3
30 % dos produtos séo fabricados por My
Suponha também que:
2 % dos produtos feitos por M1 tém defeito,
2 % dos produtos feitos por Mo tém defeito,
3 % dos produtos feitos por M3 tém defeito,
5% dos produtos feitos por M4 tém defeito.
Um produto é selecionado aleatoriamente e é defeituoso. Qual a probabilidade dele ter sido
produzido por M1? E por M5? E por M3? E por Mg?
Solugao
Esta é uma aplicacdo imediata do Teorema de Bayes. Note que as maquinas formam uma
particdo do espaco amostral pois:
- todos os produtos séo feitos por alguma das 4 maquinas;
- se um produto é feito por uma maquina, nao pode ter sido feito por qualquer das outras.
Seja D o evento: { o produto é defeituoso} e My, M, M3, M, representam as probabilidades do
produto ter sido fabricado pela méaquina 1, 2, 3 ou 4 (respectivamente). As seguintes
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probabilidades sao fornecidas: Pr(M;) = 20%, Pr(M,) = 25%, Pr(M3) = 25% e Pr(M,;) = 30%.
Também, do enunciado sabemos que a probabilidade condicional do produto ter defeito sabendo
que ele foi produzido por cada uma das méaquinas é conhecida, e: Pr(D | M) = 2%, Pr(D | M,) =
2%, Pr(D | M3) = 3%, Pr(D | M) = 5%.

Sabendo que o produto é defeituoso, desejamos encontrar a probabilidade dele ter sido produzido
por cada uma das maquinas, isto €, buscamos as probabilidades condicionais Pr( M; | D) onde i
=1, 2, 3, 4. Mas:

(D|M,-). (M,.)_ (D|Mi)F (Mi)
Pr(i D)= =—
() Z (Ele) (Mj)

Substituindo os valores dados no enunciado do problema temos:
Pr(M |D): Pr(D|M1)- Pr(Ml) -
0 pr(pjaaey ) Pr(ae, )+ Pr(Dps, ) Pr(ve )+ Pr{Dfvs L Pr(as )+ Pripps, L Pr(ar )
(29%)(20%) 40/10000 _ 40

= = =12.70%
(29)(20%) + (296)(25%) + (3%)(25%) + (4%)(30%) ~ (40+50+75+150)/10000 315 0%

Pr(v,|D)= 20710000 =20 _15.87%
(40+50+75+150)/10000 315

Pr{i,|D)= 75710000 = = 2381%
(40+50+75+150)/10000 315

Prir,|D)= 150/10000 =150 _ 47600

(40+50+75+150)/10000 315

Note que, implicitamente, calculamos a probabilidade de um produto escolhido aleatoriamente ser
defeituoso, e ela é: Pr(D) = 315/10000 = 3.15%.

Problema 13
Uma empresa de crédito precisa saber como a inadimpléncia esta distribuida entre seus clientes.
Sabe-se que :
10 % dos clientes pertencem a classe A.
20 % dos clientes pertencem a classe B.
30 % dos clientes pertencem a classe C.
40 % dos clientes pertencem a classe D.
Dentre os clientes da classe A, 5 % estdo inadimplentes.
Dentre os clientes da classe B, 8 % estdo inadimplentes.
Dentre os clientes da classe C, 10 % estdo inadimplentes.
Dentre os clientes da classe D, 2 % estéo inadimplentes.
Um cliente é escolhido aleatoriamente e esta inadimplente. Qual a probabilidade dele pertencer a
cada uma das classes ?
Solugao
Esta é também (vide exemplo anterior) uma aplicagdo direta do Teorema de Bayes. A particéo &,
neste caso, formada pelas classes s6cio-econémicas.
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Seja | o evento: {o cliente esta inadimplente}. Entdo procuramos encontrar Pr(A| 1), Pr(B| 1), Pr(C|
1) e Pr(D| I).

()= Pr(7]a4) Pr(4) _
Pr(z[4) Pr(4)+ Pr{z[B) Pr(B)+ Pr{zlc ) Pr(C) + Pr{z[D) Pr(D)
_ (5%)(10%) _ 50/10000 =50 _ g
(59%)(10%) + (8%6)(20%) + (10%)(30%) + (296)(40%) ~ (50+160+300+80)/10000 590
Analogamente:
Pr(Blr)= 160710000 = 20 _ 27100
(50+160+300+80)/10000 590
Pric))= 300710000 =39 - 50.85% e
(50+160+300+80)/10000 590
Priclr)= 80710000 =80 _1356%

(50+160+300+80)/10000 590

Obviamente a soma destas probabilidades condicionais é 100%. Também, no processo de
célculo, indiretamente calculamos que a probabilidade de uma pessoa escolhida aleatoriamente
dentro do conjunto de clientes estar inadimplente € 320/10000 = 3.2%.

Problema 14

Uma caixa contém 8 bolas brancas e 6 bolas azuis. Uma bola é selecionada aleatoriamente e
entdo é jogada fora e substituida por uma bola da cor oposta.

a) Qual a probabilidade de que a segunda bola selecionada seja branca?

b) Qual a probabilidade de que a segunda bola selecionada seja azul?

Solugao

a) Seja A o evento: {bola azul encontrada na i-ésima retirada}. Note que o evento B; = {bola
branca encontrada na i-ésima retirada} é apenas o complemento de A,

Pela composigéo inicial das bolas na caixa, é claro que: Pr(A;) = 6/14 e Pr(B,) = 8/14.

O evento B, (bola branca na 2°. retirada) pode ser escrito como:
B, =(B,n4,)0(B, nB,) onde (B, nB;) é o evento {bolas brancas nas 2 primeiras retiradas} e

(B2 n Al) indica {bola azul na 1% retirada e branca na 2°. retirada}. Também é importante notar
que (B2 n Al) e (B2 n Bl) sdo mutuamente exclusivos, o que facilita o célculo da probabilidade
desejada. As probabilidades dos eventos (B2 N Al) e (B2 N Bl) podem ser encontradas a partir

das probabilidades condicionais do que aconteceu na 2°. retirada dado o que foi observado na 1°.
retirada.

Suponha que a 17 retirada tenha resultado numa bola azul. Entdo, ANTES da 2°. retirada, a caixa

contém 9 bolas brancas e 5 bolas azuis. Se a 1°. retirada consistiu numa bola branca, ANTES da
2% retirada, a caixa contém 7 bolas brancas e 7 bolas azuis.
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Entdo, as probabilidades condicionais de uma bola branca na 2° retirada sabendo o que
aconteceu na 1°. retirada sdo trivialmente faceis de calcular, basta apenas pensar na composic&do
da caixa apos a 1° retirada (mas antes da 2°. retirada). Especificamente: Pr(B, | A;) = 9/14 e
Pr(B, | By) = 7/14.

Pela defini¢do de probabilidade condicional:

e também:

Pr(B, n 4)) = Pr(B,|4, ) Pr(By) = — . — = > = 27.55%

Finalmente:

_ 56+54

Pr(Bz): Pr(Bz n A1)+ Pr(Bz N Bl)— =56.12%

b) O evento A, (bola azul na 2°. retirada) pode ser escrito como:
A, =(4, n 4;)0(4, nB,) onde (4, n A;) representa o evento {bolas azuis nas 2 primeiras

retiradas} e (A2 n Bl) significa {bola branca na 1°. retirada e azul na 2°. retirada}. Pelos mesmos

argumentos que no item anterior: Pr(A, | A;) = 5/14 e Pr(A, | B;) = 7/14. Logo, a probabilidade de

uma bola azul na 2°. retirada é:

Pr(d,) = Pr(d, 0 Ay)+Pr(d, n By) = Pr(dydy ) Pr(a, )+ Pr(a,|B, ) Pr(B,) = 5 6,7 8_80_ 38
14 14 14 14 196

Neste caso existe uma solugdo MUITO MAIS FACIL. Como s6 existem bolas de 2 cores, entdo é
obvio que a probabilidade de uma bola azul na 2°. retirada é apenas 1 menos a probabilidade de
uma bola branca na 22, retirada, ou seja: 1 — 110/196 = 86/196!

Problema 15

Uma fabrica de chips de computador considera aceitavel que 3% dos chips produzidos sejam
defeituosos. Para verificar se o processo de produgdo esté “sob controle” toma-se um lote de 30
chips e verifica-se o estado destes chips a partir de uma amostra de 5 chips. Se ho maximo 1
chip na amostra apresenta defeito, a empresa admite que a producdo dos chips est4 sob
controle, e continua a produzi-los sem altera¢es. Do contrario, se mais de um chip na amostra
apresenta defeito, a empresa péra a produgdo por que sup8e que o controle de qualidade do
processo produtivo ndo é adequado. Suponha que existem, na verdade, 3 chips defeituosos
no lote de 30 chips. Qual a probabilidade da empresa parar a producéo, supondo que:

a) A amostragem é feita com reposicao (Binomial).

b) A amostragem é feita sem reposi¢éo (Hipergeométrica).

Solugao

Veja a solugéo do problema 11, que é bastante parecido com este.

Neste caso:

N = 30 = tamanho da “populagdo”

n = 5 =tamanho da amostra

p = 3/30 = 0.10 = proporgao de chips com defeito na populacéo

Probabilidade: um curso introdutério
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X = nimero de chips com defeito na amostra. Para-se a producéo de X é maior que 1.
Portanto, a producéo é encerrada se X > 1, e a probabilidade disso acontecer é:
PriX>1)=Pr(X=2)+ Pr(X=3) + Pr(X=4)+ Pr(X=5)

Mas, é muito mais facil calcular isso usando o evento complementar, e assim:
Pr(X>1)=1—-Pr(X<1)=1-Pr(X=0) - Pr(X = 1)

a) Se supomos amostragem com reposicdo, as probabilidades anteriores devem ser calculadas
pela formula Binomial usando n =5 e p = 3/30 = 0.10, e assim:

Pr(x >1)=1-Pr(X =0)-Pr(X =1) =1- g@o.l)o (0.9)° - Ego.l)l (0.9)* =1-(0.9)° - (0.5)(0.9)* =8.15%

b) Agora, supondo amostragem sem reposicdo, devemos usar as probabilidades

kL
st

Dica: O Excel tem diversas fun¢8es bastante Gteis. Por exemplo, a fungdo COMBIN(k;n) fornece

o coeficiente binomial E:H: k_l(n_ky usado freqlientemente neste capitulo.
\n—K)

Hipergeométricas e entéo:

Pr(x >1)=1-Pr(x =0)-Pr(x =1) =1 =100% —56.65% — 36.95% = 6.40%

Problema 16
0.1 % da populacéo de uma cidade tem tuberculose. Um teste para detectar esta doenga tem as
seguintes propriedades:

- Se a pessoa tem tuberculose o resultado do teste € positivo com probabilidade 0.999 (o
teste "acerta").

- Se a pessoa hdo tem tuberculose existe uma probabilidade de 0.002 do resultado do
teste ser positivo e acusar a doenca.
Uma pessoa é selecionada aleatoriamente na populagdo e o resultado do teste € positivo,
indicando a presen¢a da doenca. Qual a probabilidade de que a pessoa realmente tenha a
doenca.
Solugao
Esta é outra aplicacao direta do teorema de Bayes.
Seja P o evento: { o resultado do teste é positivo} e T o evento: {a pessoa tem tuberculose}.
As seguintes probabilidades séo dadas:
Pr(T) = 0.1%
Pr(P | T) = 0.999 = 99.9% (probabilidade do exame detectar a doenga)
Pr(P|f ): 0.002 =0.2% (probabilidade de alarme falso!)

Desejamos encontrar: Pr( T | P).
Note que, pela definicdo de probabilidade condicional:

Probabilidade: um curso introdutério
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_prar) . PPr)e@) Pr(ppr)pr(r)
PrrP)= P(P) P nP)+PT nP) prlpr)pr(r)+ Pr(P|T_)Pr(f) -
(99.9%)(0.1%) 1

~ (99.9%)(0.19%) + (0.2%)(99.9%) _ 3

Problema 17

Uma caixa contém 10 bolas brancas e 8 bolas azuis. Uma bola é selecionada aleatoriamente e
entdo é jogada fora e substituida por duas bolas da cor oposta.

a) Qual a probabilidade de que a segunda bola selecionada seja branca?

b) Qual a probabilidade de que a segunda bola selecionada seja azul?

Solugao

Veja o problema 14, mas lembre-se agora que, ao selecionarmos uma bola, ela é jogada fora e
substituida por duas bolas da cor oposta, e entdo o nimero de bolas na caixa aumenta a cada
selecdo! Usaremos a mesma notagao que no problema 14.

Seja A; o evento: {bola azul encontrada na i-ésima retirada}. Note que o evento B; = {bola branca
encontrada na i-ésima retirada} € apenas o complemento de A,

Pela composigéo inicial das bolas na caixa: Pr(A;) = 8/18 e Pr(B,) = 10/18.

O evento B, (bola branca na 2°. retirada) pode ser escrito como:
B, =(B,n4,)0(B, nB,) onde (B, nB;) é o evento {bolas brancas nas 2 primeiras retiradas} e

(B,n4,) indica {bola azul na 1° retirada e branca na 2° retirada}. Os eventos
(B, n4,) e (B,nB;) sdo mutuamente exclusivos, o que facilita o calculo da probabilidade
desejada. As probabilidades dos eventos (B2 N Al) e (B2 N Bl) podem ser encontradas a partir

das probabilidades condicionais do que aconteceu na 2°. retirada dado o que foi observado na 1°.
retirada.

Suponha que a 1% retirada tenha resultado numa bola azul. Entdo, depois da 1°. retirada e
ANTES da 2% retirada, a caixa contém 19 bolas, das quais 12 sdo brancas e 7 azuis. Se a 1%
retirada consistiu numa bola branca, depois da 1°. retirada e ANTES da 2° retirada, a caixa
contém 9 bolas brancas e 10 bolas azuis.

Entdo, as probabilidades condicionais de uma bola branca na 2° retirada sabendo o que
aconteceu na 1°. retirada sdo trivialmente faceis de calcular, basta apenas pensar na composicdo
da caixa apés a 1% retirada (mas antes da 2°. retirada). Especificamente: Pr(B, | A;) = 12/19 e
Pr(B. | By) = 9/19.

Pela defini¢do de probabilidade condicional:

9 10 _ 90
Pr(B, n B,) = Pr(B,|B, ) Pr(B,) = 1515 = 3z = 269
e também:

12 8 _ 9
Pr(B, n 4,)=Pr(B,|4,) Pr(B,) = 16715 = 3g = 2807

Probabilidade: um curso introdutério
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Finalmente:

_90+96

Pr(B,)=Pr(B, n 4,)+Pr(B, n B,)= =54.39%

b) O evento A, (bola azul na 2. retirada) é apenas o complemento do evento {bola branca na 2°.
retirada} e entdo sua probabilidade é apenas 1 menos a probabilidade de uma bola branca na 2%,
retirada, ou seja: 1 — 186/342 = 45.61%.

Problema 18

Uma jarra contém 10 biscoitos, 4 deles salgados e 6 doces. 3 biscoitos sdo selecionados. Seja X

0 nimero de biscoitos doces na amostra. Escreva a distribuicéo de probabilidade de X quando:

a) A amostragem é feita com reposi¢éo.

b) A amostragem é feita sem reposigéo.

Solugao

Aqui, N = 10 (tamanho da populacdo = quantidade de biscoitos na jarra), n = 3 (tamanho da

amostra), X = nimero de biscoitos doces na amostra, p = 6/10 (proporcao de biscoitos doces na

jarra).

a) Se a amostragem é com reposicdo (a gente simplesmente verifica qual o sabor de cada
biscoito encontrado e o colocamos de novo na jarra) entao:

Pr(x =x)= gao.a)x (0.4)*" ondex=0,1,2,3

b) Se a amostragem é sem reposig&o temos:

il

Pr(X = x) =—— = ondex=0,1,2,3

o
Problema 19

. 9 9 00
Sejam x = Ee y= H Expresse : H em termos de x e y.

Solugao
Veja as identidades Uteis na pagina 58 do livro, que séo:

il ML

Entao:

e E T eE

Probabilidade: um curso introdutério
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Problema 20
3 jornais, J, G e D séo publicados numa cidade. Uma pesquisa feita com leitores adultos revelou
que:

32% dos adultos Iéem G;

36% dos adultos Iéem D;

24% dos adultos Iéem J;

12% léem G e J;

10% léem G e D;

4% |léem J e D;

2% léem os 3 jornais.
Para um leitor adulto escolhido aleatoriamente, calcule as seguintes probabilidades:
a) De que ele nao leia qualquer jornal;
b) De que ele leia exatamente 1 jornal;
c) De que ele leia pelo menos G e D dado que ele Ié um dos jornais publicados.
Solugao
Considere o seguinte diagrama:

Sabemos que:

Pr(G) = 32%

Pr(D) = 36%

Pr(J) = 24% e também conhecemos as probabilidades das intersec¢des (vide diagrama).

a) O evento {ndo ler qualquer jornal} é a interse¢do dos eventos: {ndo ler G} e {n&o ler D} e {n&o
ler J}, e a probabilidade desejada é:

(7 nGnD)=p{/0G0OD)=1-Py DG OD)=
=1-{0.32+0.36+0.24—(0.12+0.04+0.10)+0.03 =1 0.92-0.26+0.0p =1-0.68=32%

Probabilidade: um curso introdutério
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c) O evento {ler exatamente 1 jornal} é a unido dos eventos:
{ler J, ndo ler G, néo ler D}

{ler G, n&o ler J, ndo ler D}

{ler D, ndo ler J, n&o ler D}

e a probabilidade desejada é:
Pr{(Jn@nE)D(J_nGnE)D(J_nEnD}:

:Pr(J 0505)+Pr(J_nGn5)+Pr(J_nanD):
=Pr(J)-Pr(GnJ)-Pr(DnJ)+Pr(y nGn D)+

+Pr(G)-Pr(G nJ)-Pr(GnD)+Pr(J nGnD)+
+Pr(D)-Pr(DnJ)-Pr(J nG)+Pr(J nG nD)=056

d) A probabilidade do evento {ler pelo menos G e D dado que ele |é um dos jornais publicados}

é:
PG nDlGODO)= P(Gnp)n(GoDOJ) _ PGnD) _ 090 _ 14 7104
PrGODOJ) Pr(GOopOJ) 068
Problema 21

Um quarto tem 2 mesas de cabeceira iguais, cada uma com 2 gavetas. A mesa 1 contém taldes
de cheque na 1a. gaveta e dinheiro em espécie na 2a. gaveta. A mesa 2 contém dinheiro em
espécie nas duas gavetas. Um ladrdo entra na casa e escolhe aleatoriamente uma mesa e, em
seguida, uma gaveta e retira dela dinheiro em espécie. Qual a probabilidade deste dinheiro ter
sido retirado da mesa 2?
Solugao
M, e M, s&0 os eventos: {selecionar 1°. mesa} e {selecionar 2. mesa} respectivamente. D é o
evento {dinheiro em espécie}.
Pr(M,) = Pr(M,) = %.
Pr(D|My) =% ePr(D|M,) = 1.
Desejamos encontrar Pr(M; | D).

_ Pr(D|Mz)Pr(M2) Pr(D|Mz).Pr(M2)
Pros )= TR

(1)as2) 1 2

(D) ~ Pr{Dpay ) Pr(aey )+ PrDps, ) Pras,) (/2 2)+(@)/2) 3/2 3

Problema 22
Vocé tem 3 cartdes magnéticos de bancos diferentes, A, B e C. Nesta Ultima semana vocé usou
os 3 cartBes para retirar dinheiro em caixas eletrdnicos, e descobriu que uma das notas sacada
durante este periodo era falsa. A policia afirma que a probabilidade de encontrar uma nota falsa é
1%. O banco A diz que a probabilidade de uma nota falsa dado que o dinheiro foi retirado de um
dos seus caixas eletronicos € 0.2%. Os bancos B e C afirmam que estas probabilidades para os
seus caixas eletronicos sao, respectivamente, 0.1% e 0.05%. Vocé recebeu uma nota falsa. Qual
a probabilidade dela ter vindo do caixa eletrénico do banco A? E do banco B? E do banco C?
Solugao
Seja F o evento {encontrar nota falsa}. Entdo: Pr(F) = 1%. Também: Pr(F | A) = 0.2%, Pr(F | B) =
0.1% e Pr(F | C) = 0.05%. Deseja-se saber: Pr( A| F), Pr(B | F) e Pr(C | F).
): Pr(4nF) _ Pr(F | 4)Pr(4)

Pr(F) Pr(F)

Pr(alF

Probabilidade: um curso introdutério
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Note que o problema nao esté corretamente especificado, pois falta dizer que séo Pr(A), Pr(B) e
Pr(C). Também, a solugdo mais simples (especificar estar probabilidades iguais a 1/30 ndo
funciona, pois nos leva a probabilidades condicionais (dado que a nota é falsa) cuja soma é
diferente de 1 (verifique!). Entdo, vamos deixar a solucéo indicada em termos de Pr(A), Pr(B) e
Pr(C) =1 - Pr(A) — Pr(B).

PY(A|F): PY(F |A)PY(A) — (0'2%)(pA) - 2p 4
Pr(£) (1%) 10
Analogamente:
Pr(BlF) = P 1B).Pr(B) _ (01%)ps) _ ps
Pr(£) (1%) 10
e
Pr(c|F): Pr(r|C).Pr(C) _ (0.05%)pe _ pe _1-pa-ps

Pr(r) (1%) 20 20

Como a soma destas probabilidades condicionais deve ser 1 também:
2p4 +P_B+1_PA ~Ps =1

10 10 20
Isto é:
Ap *+2pp+tl-p,—pp 3p,tpptl
=1~ =1~ 3 + =19
20 20 P47 PB

Mas, note que ambos pa € pg Sao probabilidades, e portanto estdo no intervalo [0,1]. Levando em
conta estas restricdes, ndo existem probabilidades pa € pg que satisfacam a equacéo 3pa + ps =
19.

Probabilidade: um curso introdutério




