Solugdes - Capitulo 3

Problema 1

Uma varidvel aleatoria discreta tem funcao de distribuicdo dada por:

F(x)=1-(05%*1 ondex=0,1.2 3, ...

a) Faca um gréfico da fungéo de distribui¢do, notando que ela é descontinua.

b) Encontre a funcéo de probabilidade de X.

c) Calcule Pr(0 < X< 5)

Solugao

a) A tabela a seguir apresenta a fung&o de distribuicdo para alguns valores de x. Note que, para x diferente de 0, 1,2,..., a

funcdo de distribui¢do ndo é incrementada, por exemplo, F(0) = F(0.3) = F(0.95) = 0.500.

X F(x)
0 0.500
1 0.750
2 0.875
3 0.938
4 0.969
5 0.984
6 0.992
7 0.996
8 0.998
9 0.999
Fungao de Distribuigio
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D) A funcgo de probabilidade &, por definigao: f(x) = Pr(X = x)

Neste caso note que f(x) = 0 para todos os valores de x que ndo s&o inteiros > 0. Também, do item anterior sabemos que F(x)
=Pr(Xsx) =1- (O.S)XJrl parax=0,1,2, ... e assim F(x+1) - F(x) = Pr(X < x+1) - Pr(X < x) = Pr(X = x+1) parax=0,1, 2, ....
. Logo:
Pr(X = x+1) = 1 - (0.5)" - {1- (0.5)*"} = (0.5)*"* - (0.5)*** = (0.5)**{ 1- 0.5} =

= (0.5)*? parax=0,1,2, ...
Também, Pr(X =0) = F(0) =0.5

Em resumo, a fungéo de probabilidade é f(x) = Pr(X =x) = (0.5)* parax=0, 1, 2, ....

Verifique que a soma de f(x) para todos os valores possiveis de x é 1!
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Um gréfico da funcao de probabilidade é mostrado a seguir:

Fungdo de Probabilidade (f(x))

C) A partir da funcéo de Probabilidade podemos calcular Pr(0 < X< 5) =

=Pr(x =0)+Pr(x =1)+Pr(x =2)+Pr(x =3)+Pr(x =4)+Pr(x =5)=

(- (0.5)6 E: 1- (0.5)6 _

= 05)+(05) +...+(0.5)° = (0.5f1+...+ (0.5)} = (O'E)Bmm

=0.9844

Note que, a partir da funcéo de distribui¢éo encontramos o mesmo resultado, pois neste caso temos: Pr(0 < X< 5) = F(5) =1 —

(0.5)° = 0.9844. A variavel aleatéria X é discreta e entdo Pr(0 < X < 5) ndo é igual a F(5) — F(0).

Problema 2

Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade:
f(x) = k.(0.5)X ondex =1,2,3

a) Encontre a constante k.

b) Ache a média e variancia de X.

c¢) Calcule a funcéo de distribuicdo de X.

Solugao

a) Peladefinicdo temos:
3
S k(09" ={05+(05) +(05)} =10 4{0879= 1
x=1
O &£ 11429
b) A médiade X é:

3
. 1
0= 3 k.09 = {05+2(05” +308)} = {1379 =15714

O segundo momento de X é:

3
. 1
00= Y k.a” (09 = {05+ 4(05)° +9(05)} = {2629 =3

Logo, a variéncia de X é:
VAR(X) = E(x?) -{ E(x} * =3 -(15714)* =05306

O desvio padréo de X é apenas a raiz quadrada positiva da variancia.
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C) A fung&o de distribuicdo (F(x)) de X é facilmente encontrada a partir da fung&o de probabilidade (f(x)).

F(xX)=Pr(X<x)=0 sex<1
F(1) =Pr(X<1)=(0.5)k
F(2) =Pr(X<2)= k{0.5+0.25} = 0.75.k

F(3) = Pr(X<3) = k{ 0.5+0.25+0.125} = 0.875.k = 1

F(x)=1sex>3

Problema 3

Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade f(x) = 2x/9 onde

0<x<3.
a) Encontre a fung&o de distribui¢éo de X.

b) Ache a média e a variancia de X.

¢) Encontre um ponto m no intervalo (0,3) tal que Pr(X < m) = Pr( X = m) = 50%.

Este ponto é a mediana da distribui¢do de X.

Solugao

a) A funcggo de distribuicdo é F(x) =0sex<0, F(x) =1sex>3e

F(x) = [Za = 2000 HOBY
x)l=—du =— =
-!9 90200 090

b) A média de X é, por defini¢&o:

son= e B

O segundo momento de X é:

s [l B

Portanto, a variancia de X é:

-ﬁ se0<x<3

=3 <x<
2(9)(9) 9
Hg) ~ 245

VAR(X) = E(x?) -{E(x} * =45-(2)* =05

¢) A mediana de X pode ser otida da fungéo de distribuigdo. Procuramos o valor m no intervalo [0,3] tal que F(m) = 0.5. Do item

a) desta quest&o sabemos que a fungao de distribuigéio é: F(x) = xX*/9 e entdo segue que F(m) =m?9=05edai m>=45e

m=+45 =21213.

Nota: ambas a média e a mediana sdo medidas da centralidade da distribuicdo de X, isto &, indicam onde fica o “meio” da

distribuicdo de X. Note que, neste exemplo, a média é 2 e a mediana é 2.1213, isto &, valores diferentes. Se a densidade de X é

simétrica (mesmo “peso”) acima e abaixo da média, a média e a mediana coincidem, o que ndo é o caso neste exemplo.

Problema 4

Um exame vestibular consiste em 100 questdes de mdltipla escolha, cada uma com 5 respostas possiveis. Em cada questéo,

apenas uma resposta é correta.

a) Qual aprobabilidade de que uma pessoa que “chute” todas as questfes acerte 35 ou mais questdes?

b) Qual a probabilidade desta pessoa acertar entre 17 e 25 (incluindo 17 e 25) questes?

¢) Qual o nimero esperado de questdes certas para uma pessoa que “chute” todas as questdes?

Solugao
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Este é tipicamente um problema da distribuicdo Binomial. Note que existe uma experiéncia (chutar uma questdo), que tem

probabilidade de sucesso (fixa) p = 1/5 e que é repetida um nimero fixo e conhecido de vezes (n = 100 vezes).
Seja X o0 nimero de respostas “chutadas” corretamente. Entdo X tem distribuicdo Binomial com parametros n =100 e p = 1/5.

As probabilidades Binomiais estdo implementadas diretamente como funcdes no Excel e serdo empregadas a seguir na solugéo
do exercicio.

a) A probabilidade desejada é Pr(X = 35) = Pr(X=35) + Pr(X=36) + ... +
+Pr(X=100)=1-Pr(X<35)=1-Pr(X<34)=1-F34)=1-99.97% = 0.03%.

b) Pr(17 < X < 25) = F(25) - F(16) = 91.25% - 19.23% = 72.02%.

C) O ndmero esperado de questdes certas é a média de X, dada por E(X) = n.p = (100).(1/5) = 20.

Problema 5

Uma empresa aérea sabe que 20% das pessoas que fazem reservas aéreas cancelam suas reservas. A empresa vende 50
passagens para um voo gue contém apenas 46 lugares. Supondo que as pessoas cancelam ou ndo suas reservas de maneira
independente, calcule a probabilidade de que havera assentos para todos 0s passageiros.

Solugao

Este é também um problema Binomial, que pode ser pensado de duas maneiras diferentes.

la. solugdo possivel: X é a variavel que indica o nimero de pessoas que fizeram reserva e as cancelaram. Note que X tem
distribui¢&o Binomial com n = 50 e p = 20%.

2a. solucdo possivel: Y indica o nimero de pessoas que fizeram reserva e ndo cancelaram a reserva, isto é, pretendem viajar. Y

tem distribuicéo Binomial com n = 50 e p = 80%.
E claro que usando de maneira adequada as varidveis X ou Y encontraremos a resposta correta.

Mas, o que realmente nos interessa saber? A probabilidade de que haverd assentos para todos os passageiros equivale a

probabilidade de que X seja maior ou igual a4, isto € Pr(X>4) =1 - Pr(X < 3) =1 - F(3) = 99.43%.

Alternativamente, se usarmos Y ao invés de X, desejamos calcular Pr(Y < 46) = F(46) = 99.43%.

Logo, o procedimento de “overbooking” (como é conhecida a venda de passagens em excesso) neste caso é plenamente
justificavel, e dificilmente ira ferir os direitos dos passageiros, pois a probabilidade de existirem assentos para todos os

passageiros do voo é muito alta.

A seguir reproduzimos parte de uma planilha Excel para que o leitor possa conhecer as fungdes estatisticas relevantes neste

problema.
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X f(x) = Pr(X=x) F(x) = Fungao Distribuigao 1-F(x) = Pr(X > x)
0 0.0000 0.00% 100.00%
1 0.0002 0.02% 99.98%
2 0.0011 0.13% 99.87%
3 0.0044 0.57% 99.43%
4 0.0128 1.85% 98.15%
5 0.0295 4.80% 95.20%
6 0.0554 10.34% 89.66%
7 0.0870 19.04% 80.96%
8 0.1169 30.73% 69.27%
9 0.1364 44.37% 55.63%
10 0.1398 58.36% 41.64%
y aly) =Pr(Y=y) G(y) = Fungao Distribuigido 1-G(y)=Pr(Y>y)
40 0.1398 55.63% 44.37%
41 0.1364 69.27% 30.73%
42 0.1169 80.96% 19.04%
43 0.0870 89.66% 10.34%
44 0.0554 95.20% 4.80%
45 0.0295 98.15% 1.85%
46 0.0128 99.43% 0.57%
47 0.0044 99.87% 0.13%
48 0.0011 99.98% 0.02%
49 0.0002 100.00% 0.00%
50 0.0000 100.00% 0.00%
Problema 6

Uma varidvel aleatoria discreta X tem densidade dada por:

f(x)=k.p*,ondex =1, 2, 3, ... e0<p<1

a) Encontre o valor da constante k que faz desta express@o uma densidade.

b) Encontre E(X)

Solugao

Este problema é bastante parecido com o exercicio 2, mas agora todos 0os somatérios s&o infinitos.
O seguinte resultado é fundamental aqui:

Série Geométrica Infinita

- a

Zax:a+a2 +a®+.....=—— desdeque|a| <1 etambem
x=1 1_a

- x 2 3 1

Ya=l+a+a® +a*+...=— desdequela|<1
x=0 1-a

) i k.pm =10 kgrpg 1
a) Precisamos encontrar k tal que: P = =
x=1 - pl:'

1-p _¢q

e assim k == e a densidade torna-se: f(x) = q.px‘1 ondex=1, 2, 3, ....; isto é, X tem fungdo de probabilidade

p

Geométrica com parametro p.

il - il 1 1
b) Por definiggo: E(X) = zx.f(x) = zx.q.px_l =qz x.pt =qE > %= % =—
x=1 x=1 x= 1_p) a q q
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Problema 7

Seja X uma variavel aleatéria discreta com densidade:

F= "
X
ondex=0,1,2, ...

a) Encontre a constante k que faz de f(x) uma densidade (dica: use uma expanséao de Taylor “famosa” !!)
b) Calcule a média de X.

Solugao

Dica: Série de Taylor para a exponencial
00 X 2 3
u

u
e —;g—l+u+2! =

) A constante k é responsével por fazer com que a funcéo de probabilidade some a 1, isto é:

Zk xl Z e2=z10k e

b) Pela definicéo, a media de X é:
t O

ix L (8 )D— ‘323 x_l)ID 3" Zkl =" =3

x=0

Problema 8

Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade
Brx? Osx<l
f(x)=
do contrario

Faca o gréfico da densidade e da funcéo de distribuicéo.
Solugao

O gréfico da densidade é:

Densidade f(x) = 3.x"2

3.0
25
20

154
w04 -«
05 - T
0.0

A funcédo de distribuicio é dada por: F(x) = Pr(X<x) =0sex<0,1sex>1e

X
) = J-3 uzdu = u3 0 = x3 se 0 < x< 1. O gréfico desta fungdo é mostrado a seguir.
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Fungéo de Distribuigdo - F(x) = x*3

100%

80%

B0 |
40%

20%

0% 4

Problema 9

O tempo de duragdo (em centenas de horas) de um certo componente é uma varidvel aleatéria Y com funcéo de distribuicdo

dada por:
H-exp(-1?] sey =0

F)=0 ( ) _

D do contrario

a) Mostre que F(y) satisfaz as propriedades de uma fung&o de distribuig&o.

b) Encontre a densidade de Y.

¢) Ache a probabilidade de que o componente dure pelo menos 100 horas? E mais de 200 horas?
Solugao

a) Note que o limite de F(y) quando y tende a +« € 1 e o limite quando y tende a

-c0 é zero, pois é igual a F(0). Também, F(y) é uma funcéo ndo decrescente.

b) A densidade de Y é encontrada por diferenciagéo:

7)) ==-""(-2y) =2ye”", y=0

C) Pr(Y=>100)= IZ.y.e'yzdy
100

Faga a mudanga de variaveis t = y* 0 dt = 2.y.dy e entdo

[

(o]
Pr(Y > 100) = J'e'tdt = 10° e™
10

Analogamente:

Pr(Y > 200) = J'2.y.e_y2dy = fLe'tdt = 10V2
200 200

Problema 10

O tempo necesséario para que um aluno faca um teste que tem duragdo maxima de 1 hora é uma variavel aleatéria com
densidade:

Probabilidade: um curso introdutério - Capitulo 3 - Solugbes




_ y? +y, O<y<l
F)= .
do contrario
a) Encontre a constante c.
b) Ache a fung&o de distribuicao F(y).
¢) Qual a probabilidade de um aluno terminar a prova em menos de meia hora?

Solugao

; e.y®  y° 3
R T

N |-

b) A fungéo de distribuicdo é F(y) =0sey <0, F(y)=1sey>1le:

yEBZ‘Z |:| D3 2
)=y vfi=F =307 o)
0

Fungado de Distribuigao

100%

80% - —mmmm e e Z_ -
(730 N
a0t
0% 4 e

0%

$
o
o

Problema 11

A variavel aleatéria X tem densidade:
0 xd
f(x)=kx3exp-=0 x =0
_ O 20

Encontre o valor da constante k necessaria para que f(x) seja uma densidade.
Solugao

Nota: Funcdo Gama

M(n) = }t”_l .exp(—1)dt =(n —1)! onde n & um inteiro positivo > 1.
Em particul(;r, sen =4 temos:

r(4) = 1" expl- kit = [1*.exp(~1)ar =(3)! =6
Usaremos :ste resultado para avaliar :l constante k da densidade acima.

Ik.x3.exp(—x/2)dx:Ik.(Z.t)3.exp(—t).(2dt) :16kjr3.exp( —t)dt =16k(6) =96k =1
0 0 0

Logo, k = 1/96.
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Problema 12
Sejag(x) =c.x.(1 - x2) para 0 < x < 1. Qual o valor de ¢ necessério para fazer
de g(.) uma densidade?

Solugao

j)'c.x.(l—xz)dx = ci'(x —x3)dx =c§x?2 —%Qé = c% _%Qz C%Q: 1

Assim ¢ = 4 é a constante necesséria para que g(x) seja uma densidade.

Problema 13

Existe alguma densidade Exponencial que satisfaz a condigdo:

Pr(X <2) :%Pr(X <3

Se existir, qual a média desta densidade?

Solugao

Considere a densidade Exponencial com parametro A dada por:
f(x) = Aexp(—/\ .x) ondex=0e)>0.

Entéo, a fungéo de distribui¢éo é F(x) = Pr(X < x) = 1 - exp(-A.X) e dai
Pr(X>x) = 1- F(x) = exp(-A.X).

Logo, precisamos resolver para A a seguinte equagéo:

1 - exp(-2A) = (2/3){ 1 - exp(-3A)}

(1/3) - exp(-2A) + (2/3){ exp(-3\)} = 0

Seja h(A) = (1/3) - exp(-2A) + (2/3){ exp(-3\)}

Precisamos investigar a existéncia de raizes positivas da equacéo h(A) = 0.

Note que, para valores grandes de A, a fungéo h(A) tende a +1/3 pois todas as exponenciais decrescem a zero.

A primeira derivada de h(\) com relagdo a \ é:
h'(A) = -(-2) exp(-2A) + (2/3).{ (-3).exp(-3\)} = + 2 exp(-2A) - 2 exp(-3A)
h'(\) = 2.{exp(-2A\){1 - exp(-A\)} > 0 paratodo A > 0.

Logo a fungdo h(\) ndo apresenta pontos criticos para A > 0 e portanto maximos e minimos s6 podem ocorrer nos extremos do

intervalo.

Um gréfico de h(A) versus A é mostrado a seguir. Note que a fung&o ndo decresce a zero e portanto n&o existe valor positivo de

A para o qual h(\) seja zero. Logo, ndo existe densidade Exponencial que satisfaca a relagéo dada.
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Problema 14
Um fabricante de monitores garante os equipamentos ele produzidos por um periodo de 1 ano (8760 horas). Os monitores sé&o
usados em terminais de aeroportos, e permanecem continuamente ligados. A duracdo média de um monitor € 20000 horas e
segue uma distribui¢do Exponencial.
O custo de fabricacéo, venda e entrega de um monitor € R$ 300, e a fabrica vende os monitores a R$ 400 por unidade.
O custo de reposi¢do de um monitor defeituoso é R$ 150.
O fabricante ndo tem qualquer obrigagdo de reposicdo do monitor apds a la. reposicdo. Qual o lucro esperado do fabricante?
Solugao
O lucro do fabricante (por unidade produzida) é uma varidvel aleatéria L cujos valores séo:

100 seduracao > 1ano

=0
150 seduracao < 1ano
Logo, o lucro esperado é:
E(L) = 100.Pr(L = 100) + (-50).Pr(L = -50)
Mas:

Pr(L = 100) = Pr( X > 8760 horas) onde X indica a duracdo de um monitor, que € uma varidvel Exponencial com média 20000 h.

Logo:

Pr(X > 8760 horas) =

¢ 1L 0 x Q. _._ [rs8m.on. )

~ Jereo ZOOOOG‘XpEi— 20000%1)6 _eXpDBZOOO_OE_ exp{ -0439 =06453

Pr( X < 8760 horas) = 1 - 0.6453 = 0.3547
Finalmente o lucro esperado por monitor vendido é:

E(L) = 100(0.6453) + (-50)(0.3547) = 46.80 reais (aproximadamente)

Problema 15

Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade Uniforme no intervalo
(-6, 6).

Em cada caso abaixo calcule 6 de forma a satisfazer a condi¢éo dada.

a) Pr(X>1/2)=1/4

b) Pr(X<1/4)=3/4

c) Pr(X>1/2)=2. Pr(X<-1)
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d) Pr(X<1/2) = 2. Pr( X >1/4)
Solugao

A densidade Uniforme (-6, 6) tem a forma:

1
f(x) =— s -0<x<@ e f(x) = 0 se x esta fora do intervalo (-6, 6).

20

Em qualquer caso:

)
1 1
Pr(x>x):-[2—0dt=2—6(9—x) e -0 <x <8 eentio:
1 6+
Pr(X<x)—F(x)—1—2—9(9—x)=(2—9X) e -0<x<0

Podemos entdo tentar calcular 6 em cada caso:

a) Pr(X>1/2)—1/4
@9——@ L
26 2 49 297 20 T

b) Pr(x<14)=%

(6+1/4) 3 _ _ _
5 "1°" 40+1=660 < 20=1 - 0=1/2

e

C) Pr(X>1/2)=2 Pr(X<-1)

EB 1D 1 _
26,@9—— Dze g~ —5@: 2(6-1) - 6-20=-2+(1/2)
e —-0=-3/2 = 8=3/2

d) Pr(X<1/2) = 2. Pr( X >1/4)
0+(1/2) 2(6-1/4)
26 26

- 0+(1/2)=20-1/2 = 1=6

Problema 16

Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade f(x) = exp(-x), x >0.

Avalie Pr{| X - u | > k.o } parak = 1, 2, 3 e compare com os limites fornecidos pela desigualdade de Chebyshev.
Solugao

Os limites dados por Chebyshev (vélidos para qualquer distribuigdo com média i e variancia 6®) sdo iguais a 1/k?, isto é:
Sek=1,Pr{{X-p|=z0}<1

Sek=2,Pr{|X-u|[=20}<%=25%

Sek=3,Pr{|{X-u[=230}<1/9=11.11%

Neste caso particular, a densidade de X é a densidade Exponencial com média 1 e portanto u = E(X) =1 e VAR(X) = c*=1e
entdo g, o desvio padrdo de X, é também 1.
Logo, devemos avaliar:

Pr{{X-1|=2k}=1-Pr{{ X-1|<k}=1-Pr{-k+1<X<k+1l}parak=1, 2, 3.
2

Sek=1, Pr{|X-p|2o}:1-Pr{O<X<2}::1—J-€_xdx :1—{1—6_2} =2 =1353%
0
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Sek=2,Pr{|X-p|220}=1-Pr{-1<X<3}=1-Pr{0<X<3}=€¢°=4.98%
Sek=3,Pr{|{X-u|230}=1-P{-2<X<4}=1-Pr{0<X<4}=¢*=183%

Isto &, os valores reais das probabilidades sdo bem menores que os valores limite dados por Chebyshev.

Problema 17

Seja X uma variavel discreta com valores possiveis 1, 2, 3, .... e funcéo de probabilidade f(x) = (1/2)X. Calcule:
a) Pr( X ser par)

b) Pr( X > 4)

c) Pr(X ser divisivel por 3)

d) Pr(X ser divisivel por 5)

Solugao

a) Note que os valores possiveis de X comegam em 1 (e ndo em zero) e dai segue que:

Pr(Xserpar) =Pr(X=2,4,6,8,...)=Pr(X=2) + Pr(X=4) + Pr(X=6) + ....

ZPrX 2k) Z%g Z%g 11/174 ;;j ;

b) Pr(X>4)=1-Pr(X<4)=1-Pr(X=1)-Pr(X=2) - Pr(X=3) - Pr(X=4) =
=1-%-%-1/8-1/16 = 1/16 = 6.25%

c) Pr(X ser divisivel por 3) = Pr(X = 3k) parak =1,2, 3, .....

. 2 (= 1/8 _1/8 1
PrlX = = %g: %g:—:_z_

kzl ( ) ,Zl ,Zl 1-1/8 7/8 7

d) Pr(X ser divisivel por 5) = Pr(X = 5k) parak = 1,2, 3, .....

k
@ e _”1@_1/32_1/32_&
;M(X_&)_,;%E _;% T1-1/32 31/32 31

Problema 18

Seja X uma varidvel continua definida no intervalo [0,2] e com densidade dada por f(x) = x/2. Suponha que X, Y e Z sdo
variaveis independentes, todas com esta densidade. Calcule:

a) Pr(X>1)

b) Pr(X>1,Y>1)

c)Pr(X>1,Y>1,Z2<1)

Solugao
2

2
2
a) Pr(X>1):Igdx:x71 4(4 1)—— =75%
1

b) Pela independénciade X e Y: Pr(X>1,Y > 1) = Pr( X > 1).Pr(Y > 1) = (3/4) =
=9/16 = 56.25%

c) Analogamente ao item anterior, a resposta agora é (3/4)° = 27/64 = 42.19%
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Problema 19
Um componente eletronico tem uma duracéo aleatéria X, modelada pela densidade f(x) = b.exp{ -b.x} onde x > 0. Seja p(j) = Pr(
j £ X <j+1) . Verifique que p(j) tem a forma (1—a)aj e determine a.

Solugao
Suponha que X é uma varidvel continua. Assim p(j) = F(i+1) - F(j) onde F(.) é a fungéo de distribuicdo associada & densidade
f(.), isto é:

F(x) = J'b.exp(—bu)du =l-e™
0

Logo: p(j) = F(+1) - F() =1 - e®V - 1 + M= (1 - e"}=a{ 1-a} onde a =e™.

Problema 20

A proporcéo de impurezas num certo composto € uma variavel aleatéria X com densidade f(x) = 6x(1-x), onde x 0 [0,1].
a) Verifigue que f(x) € uma densidade.

b)  Encontre a fungéo de distribuicdo acumulada.

¢) Faga um gréfico da fungéo de distribuic&o.

d) Encontre uma constante c tal que Pr(X < c) = 2.Pr(X > c).

e) Encontre uma constante c tal que Pr(X > c) = 4.Pr(X < c).

Solugao
a)
[ /(e =] (60 ~607)ae =6f (v ") =6l =
f(x)dx = [6x(1-x)dx = [(6x —6x?)dx =6[(x —x?)dx =60 —al =
fride=] | | SERNET
1 1 -2
=6D ——E= GEB E=1
30 O 6
b) A fungéo de distribuicdo acumulada é:
x D/lz 3 X
Fx) =_!)'6u(1—u)du =601 —% =3 ~2¢° paa0<x <1

eF(x)=0sex< 0,F(x)=1sex=1.

¢) O gréfico da funcéo de distribuicdo acumulada é mostrado a seguir:

Funcéo de Distribuicao

01 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9

d) Encontre uma constante c tal que Pr(X < c) = 2.Pr(X > c).

Probabilidade: um curso introdutério - Capitulo 3 - Solugbes
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Suponha que ¢ seja um valor no intervalo [0,1] para que a densidade seja n&o nula em c. Note que Pr(X < c) = F(c) = 3.c* - 2.c°

e também

Pr(X>c)=1-Pr(X<c)=1-F(c)=1-3.c? + 2.c*. Logo, precisamos resolver:

3.c%-2.c3=2{1-3.c°+2c% = 3.c%-2c°= 2-6.c° +4.¢°

<~ 3.c%+6.c%-2c%-4.¢%= 2 < 9c®-6c%= 2

= 3c}3-2c}-2=0

Considere a fungaio h(c) = 3¢*{ 3 - 2c} -2 cujo gréafico esté a seguir:

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Do gréfico e da tabela notamos que existe uma raiz de h(c) = 0 entre 0.6 e 0.7. Pelo SOLVER do Excel a solugéo é ¢ =

0.613037.

h( c)

-1.916
-1.688
-1.352
-0.944
-0.5
-0.056
0.352
0.688
0.916

h( c)

e) Encontre uma constante c tal que Pr(X > c) = 4.Pr(X <c).

Pr(X>c)=1-Pr(X<c)=1-F(c)=1-3.c? + 2.c*. Logo, precisamos resolver:

1-3.c%+2.c*=4{3.c?-2.c% = 1-3.c2+2.c®-12.c?+8.c°=0

= 1-15.c2+10.c®=0

Seja m(c) = 1- 15.c + 10.c® . A seguir apresentamos o grafico de m(c) versus ¢ e encontramos a raiz da equagéo m(c) = 0. A

raiz da equagéo é ¢ = 0.287141.

C
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Problema 21

m( c)
1
0.86
0.48
-0.08
-0.76
-15
-2.24
-2.92
-3.48
-3.86
-4

m(c)

i 3

-4
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Seja X uma varidvel com distribuicdo Uniforme no intervalo (-c, c), onde ¢ > 0. Encontre (se possivel) a constante c tal que as
seguintes relagcfes sdo satisfeitas:

a) Pr(X>1)=1/3

b) Pr(X<1/2)=04

c)Pr(X>1)=1/2

d) Pr(X<1/2)=0.8

Solugao

Veja a solugéo do problema 15.

Em qualquer caso:
<

F’r(X>x):J'%dt:%(c—x) e —¢c<x<c¢ eentio:

(c+X)

Pr(X<x) =F(x) = 1—i(c —x):
2c

a) 0_1:%5 x-3=2c0c=3
c+0.5 L . o - -

b) > =040 ¢+05=0.80 0.2¢c =-0.50 ¢ =-2.5 oque é impossivel, pois c &, por hipétese, positivo.
c) c-1 = 1 [0 2¢ —2=2c¢ en3o ha solugdo possivel.

2 2

+0.
0 <195 080 ¢+05=16c0 ~0.6c=-050 ¢ =5/6
Problema 22

Seja Y uma variavel aleatéria discreta definida em 1, 2, 3, .... e suponha que sua fungéo de probabilidade é: f(y) = Pr(Y =y) =
k(l—c)y'1 onde ¢ é um numero no intervalo (0,1) e k € uma constante que faz desta expressdo uma fungéo de probabilidade.
a) Ache a constante k.
b) Encontre a moda desta distribui¢&o.
Solugao
a) Note que (1-c) é também um nimero no intervalo (0,1).
zk(l—c)y'l :ki(l—c)y'l =L§J(1-c)y =k g 12¢ B kfHH=1
y= V= 1-c & 1-c _(1_C)D el
Ok=c
Logo, a fungé&o de probabilidade é:

Pr(Y=y) = c(l—c)y'1 paray=1,2,3,...ecumnimeroentre 0 e 1.

b) A moda da distribuicéo é o ponto no qual a fungdo de probabilidade atinge um méximo.

Neste caso (vide gréficos) a fungdo de probabilidade é sempre decrescente e assim a moda corresponde ao valor y =1.
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Fungdes de Probabilidade com c

=0.1,0.2e 0.5

0,6
05 —e—f(y,c=

ok U 0.1)
04 +\------———— -~
o3l —=—f(y,c=

0.2)

0,2 BN
0le e B-2-»n - —A—f(y,c=
0,0 i S 4l an &= 0.5)

Fungdes de Probabilidade com ¢
=08ec=09

1,000

0800 ¢-————--"-"~"-"~-"~"~—~——- —e—f(y,c=
0,600 +\--------—--—————~ 0.8)
0400 + -~~~ ——— —m—f(y,c=
0,200 F=4-—--—-_________ 0.9)
0,000
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