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Método da Max. Verossimilhanga

0 Exemplo 1 (Bernoulli)
a Sejam X, X,,..., X iid Bernoulli(6).
O A funcao de probabilidade de cada X, é:

f(x,0)=04(1-0)" 0 <(0,1), x,=0,1

O A funcao de verossimilhanga o produto das
funcoes de probabilidade individuais, isto é:
L) =f(x,, %, X,,0) = ﬁexi (1-0)™ =" (1-) 2" =

i=1

= 0" (1-6)"" = exp{nX.log6 + (n — nX )log(1-6)}
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Método da Max. Verossimilhanga

o A log verossimilhanga é:

1(0) =log(L(0))=(>_x)logd +(n-_x,) log(1-6) =
=nX.logd + (n-nX)log(1-8)

0 Resolvendo a equagédo de verossimilhanga leva a:

ﬂzoinx_(n-nX)=
do 0 1-60
< (1-0)nX=n6d-nX0 < nbh =nX

0

0 E entao o MLE para 6 é a média amostral.
Q Verifique que 4%/
do*|6=X

<0

0 de tal forma que a média amostral realmente

MAXIMIZA a verossimilhanga.

monica@mbarros.com

4




Método da Max. Verossimilhanga

0 Exemplo 2 (Normal)

a Sejam X, X,,..., X iid Normal(y, 1), ou seja,
uma Normal com média desconhecida e
variancia conhecida (e suposta igual a um
sem perda de generalidade).

0 Mostre que o MLE de p é a média amostral.
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Método da Max. Verossimilhanga

a A verossimilhanca é:

1 =[] 5= exm - 306~y |=(2m) exp{-% Y- #)2}

0 Note que a verossimilhanga é maxima
quando ow=Y(X-»’ €& minimo.

0 Entao é equivalente maximizar L(u) ou
minimizar Q(p).
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Método da Max. Verossimilhanga

n

O(u)= ;(X[ —u) =

i

n

(Xiz —2puX, +,L12)=

i=1

= Z:Xf2 —2unX +nu’

i=l1

a Derivando Q(n) em relagao a p e igualando
a zero nos leva a um ponto critico:

WU~ 523 X, +2mu=0 =1 3 x, =X
H i=1 n=

0 Logo, o MLE de u é a média amostral.
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Método da Max. Verossimilhanga

0 Exemplo 3 (Normal com média e variancia
desconhecidas)

a Sejam X,, X,, ...., X, iid Normal(y, 6?), onde
ambas a média e a variancia sao
desconhecidas.

0 Encontre os MLEs de p e ¢2.
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Exemplo 3

oA verossimilhanga é:

L(u) = H 5 eXp[ SorXi- u)}
7Z'O'

5 ;oa ) }

— (272_0_2 )—71/2 exp{_

Exemplo 3

0 Derivando a log-verossimilhanga com
relacdao a u e igualando a zero temos:

diu) _ d_

{-Z 10g(27z’02)+{- 23)_2 Zn:(Xl-z —2uX, +ﬂ2)}} =

. 3 du d#

0 A log-verossimilhanca é: )

0 =0- {Z(XZ 2uX, + )} {—2ZX.+2W}

n 1 2 i

() =log L(w) =-7 1og(2mz)+{- o 2, —#)2}: 20" du -

i=1

n :>dl(,u) 0= 22)( +2nu=0< g=— ZX X
_n 2 1 2 2 du
=-— log(2n0” ) +4-— Z(X,. 2uX,+u°) i=l
2 207 =
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Exemplo 3 Exemplo 3

0 Para encontrar o MLE de 2 precisamos
derivar a log-verossimilhan¢ga com relagao
a o2 e igualar o resultado a zero. Note que
€ mais conveniente derivar em relagao a
o2 (ao invés de ), 0 que evita sucessivas
aplicacoes da regra da cadeia.
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> X7 2K, + ;ﬁ)} -

i=1

‘”(") d {” log (270> ) +- 12
2 20

- do?

) 1}Z(XZ 2+ 1)
0_4

( j {2; S0 -2, 4
i) o nf 1 .
R R
S K7 - 20X, + 41 S X7 - 20X, + 42 Z(X w?
@72: i=1 : <:>02 _ =l _
o o n n
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Exemplo 3

0 Mas, da ultima expressao, percebemos que o MLE
de o2 depende de p, que também é desconhecido. O
que fazer? SUBSTITUIR p por seu MLE na equacgao,
o que leva a:

, i(Xi_/})z i(Xi_)?)2

n n

0 Logo, o MLE de o2 é a variancia amostral, mas com
denominador n ao invés de (n-1). Chamaremos este
estimador de S™ para diferencia-lo da variancia
amostral definida anteriormente (com denominador
n-1)
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Método da Max. Verossimilhanga

0 Exemplo 4 (Uniforme)

0 A densidade Uniforme é potencialmente
problematica por que o intervalo de valores
possiveis da variavel aleatéria pode depender
dos mesmos parametros desconhecidos que
se pretende estimar.

0 Na distribuicao Uniforme o(s) MLE(s) dos
parametros desconhecidos NAO SAO obtidos
pela derivada da log-verossimilhan¢a? Por
que?
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Exemplo 4

0 Esta dificuldade surge porque os parametros da
Uniforme sao os extremos do intervalo de definigao, e
precisamos garantir que todas as observagoes da
amostra estao dentro deste intervalo (no qual um ou
os dois limites sao desconhecidos), pois do contrario
a verossimilhanga sera nula.

0 Considere uma amostra aleatéria da densidade
Unif(6,2). A densidade de cada X; é:
1
x,0)=— se f0<x.<2 e
f6.0) = ,

f(x,0)=0 se x, esta fora deste intervalo
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Exemplo 4

0 A verossimilhancga é:
1

L@O)=+(2-0)
0 do contrario

se f<X,,X,,...,x, <2

0 Para que a verossimilhanga seja nao nula, 6
deve ser menor que todas as observagoes,
e, em particular, menor que o minimo da
amostra, que é a primeira estatistica de
ordem, X, .
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Exemplo 4

o O grafico da verossimilhanca é:

L®)

a Pelo grafico, é 6bvio que o valor de 6 que maximiza a

verossimilhanga é ¢ = X, -
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Para Casa (Distribuigdao Uniforme)

a Sejam X,, X,, ...., X, iid Unif(0, 6) onde 6 é
desconhecido. Mostre que o MLE de 6 é X, =
max(X,, Xy, ..., X,).

0 Alguma modificagao sera necessaria se a
amostra for Unif(a, 6) onde a é uma constante
conhecida?
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Exemplo 5 (simulagao da Uniforme)

0 Gerei uma amostra aleatoéria de 50 valores de
uma densidade Uniforme. Encontrei os
seguintes valores:

média 0.9136
minimo 0.0290
maximo 1.9825

0 O que vocé pode deduzir a partir destas
informagoes? O intervalo de definigcao da
densidade, (a,b), é tal que a<0.0290 e b >
1.9825.
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Exemplo 5 (simulagao da Uniforme)

0 Agora eu gero uma amostra da mesma
distribuicdo, mas com tamanho 10000 e
encontro:

média 1.0061
minimo 0.0002
maximo 1.9996

0 Note que o minimo e o maximo estao se
aproximando de 0 e 2 respectivamente, e estes
foram os valores dos extremos da densidade
Uniforme para a qual gerei as duas amostras!

O E se eu gerasse 1 milhao de observagoes, o que
vocé acha que iria acontecer?

monica@mbarros.com 20




Invariancia do MLE

o
nebi”

RIG

0 Em muitos casos nao estamos interessados
em estimar 0, e sim uma certa funcao
injetora g(.) deste parametro.

a O préximo teorema nos diz que o estimador
de maxima verossimilhanga para g(6) é
apenas ¢(.) aplicado ao estimador de
maxima verossimilhanca de 6.
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Invariancia do MLE

0 Teorema (Principio da invaridancia de um MLE)

0 Considere uma amostra aleatoria da densidade
f(x, 0) e seja L(0) a funcao de verossimilhanca.

0 Seja ¢ o estimador de maxima verossimilhanga
de 6 e suponha que queremos encontrar o MLE
para g(6), onde g(.) € uma funcéo injetora
conhecida.

0 Entao o estimador de maxima verossimilhanca
para g(0) é g(¢), onde ¢ é o estimador de maxima
verossimilhanga para 0.
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Invariancia do MLE

0 Demonstragao

O Sera omitida. Na verdade este teorema é valido
mesmo que g(.) nao seja injetora.

0 O principio da invariancia dos estimadores de
maxima verossimilhan¢a é muito importante, pois
nos permite encontrar o MLE de qualquer fungao
de 0 apenas através da aplicagao desta funcao ao
MLE de 6.
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Exemplo 6 - MLE (Poisson)

0 Considere a situagao do exemplos da
distribuicao Poisson. O estimador de maxima
verossimilhancade 6 é X =2

0 Qual o estimador de maxima verossimilhanga de
62,\/5 e logd ?

0 Qual o estimador de maxima verossimilhanga de
Pr(X,<1)=e®%+0.e%= e9(1+0)?
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Exemplo 6 - MLE (Poisson)

o
nebi”

e

a Pelo principio da invariancia dos estimadores de
maxima verossimilhanga, os MLEs sao:

o ode02é4,
Dode VO & 2,
Dodelogbélog2eodePr(X,<1)é:

e (1+X)=e>(1+2)=0.406
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Estimador nao tendencioso

O A primeira caracteristica desejavel num
estimador é a ndo tendenciosidade. Esta é uma
caracteristica desejavel, mas nao € a unica
desejavel ou sequer a mais importante.

0O Definicao (Estimador ndo tendencioso)

0 Seja § =7(X,, X,,..,X,) um estimador para o
parametro 6 de uma densidade f(x, 8). ¢ é
chamado de nao tendencioso se E(g) =6, do
contrario ¢ é dito tendencioso.

monica@mbarros.com 26

Exemplo 6 - MLE (Poisson)

0 Considere novamente os exemplos da distribuigao
de Poisson.

0 O estimador de maxima verossimilhanca de 0 é 0=X

a Mas, os X, sdo iid Poisson(6), para i=1, 2,...,n, e
entao E(X;) = 6. Mas,

6=Xe EO)=E(X)=E(X)=0

e assiméd=X é ndo tendencioso para 0.
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Exemplo 7 - MLE (Normal)

o Sejam

}~N(,u,0'2/n)

0O eentdo X é um estimador ndo tendencioso para p.
a Também,

2
E(s) =010 ':])G 07

0O e assim S$*2 é um estimador tendencioso para c2.
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Estimador Consistente

0 Qualquer estatistica usada para estimar 0 que
converge estocasticamente para 0 é chamada um
estimador consistente de 6.

0 Em palavras, a medida que o tamanho da
amostra cresce, a probabilidade de um estimador
consistente estar “longe” de 0 vai para zero
(alternativamente, a probabilidade dele estar
“perto” de 0 vai para 1).

0 Consisténcia é uma propriedade desejavel num
estimador, e muitas vezes o MLE é consistente.
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Estimador Consistente

a Provar que um estimador é consistente
normalmente nao é facil, pois temos que
estabelecer a convergéncia estocastica do
estimador.

0 Consisténcia é uma propriedade bastante forte,
pois garante que um estimador ¢ de um parametro
0 torna-se arbitrariamente proximo de 60 a medida
que aumentamos o tamanho da amostra usado no
calculo de 4.
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Estimador Consistente

0 Por exemplo, =X &, pela lei fraca dos grandes
numeros, um estimador consistente da média u
da distribuicao suposta para os dados, desde que
a variancia da distribui¢ao seja finita.

0 Assim, no exemplo da distribuicdo Poisson
sabemos que o estimador de maxima
verossimilhanga de 6 tem 2 propriedades
desejaveis: é nao tendencioso e consistente.

0 Na verdade, este resultado para a média amostral
pode ser estendido.
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Estimador Consistente

0 Considere uma amostra aleatéria de uma
distribuicdo qualquer com média p e variancia
finita. Entao, pela lei fraca dos grandes numeros:

o Assim, X é um estimador consistente de u para
qualquer distribuicdo com média u e variancia
finita.
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Erro Quadratico Médio (MSE = Mean :
Squared Error)
0 Suponha que 7=T7(X,,X,,.,X,) éum estimador

de 1(6) onde t(6) € uma fung¢ao qualquer do
parametro de interesse 0.

a O erro quadratico médio do estimador T é
definido como:

MSE(T)=E[(T-7(8))" ]
0 Usando as definigcdoes anteriores, T é nao

tendencioso para 1(0) se E(T) = t(6). Também, T é
um estimador consistente de t(0) se:

T —L>17(0)
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Erro Quadratico Médio (MSE = Mean
Squared Error)

0 Teorema
Se T é nao tendencioso para 1(0) entao:
Q i) MSE(T) = VAR(T)

0 Se T é tendencioso para t(0) entao:
a ii) MSE(T) = VAR(T) + (BIAS(T))?

onde BIAS(T) =E(T) - t(6) é chamado de "bias"
ou tendéncia do estimador.
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Erro Quadratico Médio (MSE = Mean ;
Squared Error)

0 Este resultado nos fornece uma maneira facil de
testar se um estimador é consistente.

0 Suponha que T é um estimador de 1(6) baseado
numa amostra de tamanho n.

0 Se BIAS(T) e VAR(T) vao a zero quando n tende a
infinito, entao T é consistente, pois isso implica no
MSE(T) indo para zero quando n tende a infinito.

o Se lim BIAS(T) = 0, dizemos que T é assintoticamente
nao tendencioso.
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