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Conteudo

a Intervalos de Confianga — Motivagao
0 Intervalos de Confianga para Médias
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Intervalos de Confianca

0 Até agora estivemos interessados em encontrar

uma estimativa pontual para um parametro
desconhecido 6.

0 Também enumeramos algumas propriedades
desejaveis de estimadores pontuais.

0 Agora tentaremos obter nao apenas uma
estimativa pontual, mas um intervalo que
contenha o parametro de interesse com uma
probabilidade especificada. Este intervalo sera
chamado de “Intervalo de Confianga”.
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Intervalos de Confianca

O intervalo de confianga 100(1-a)% para 6 é dado
por:
L(X)<0<LU(X)

Onde L(X) (limite inferior) e U(x)(limite superior)
sdo tais que: .

ProffL(X)<O<U(X)]=1-a

Onde a € um numero especificado pelo usuario.
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Intervalos de Confianca

0 Note que o intervalo [L(){J»U({fﬂ
é aleatorio, e a cada amostra obtida
iremos encontrar valores diferentes para
os limites L e U.

0 A notagdao X indicatodos os elementos
da amostra aleatéria, isto é:

X =X, X500 X,)
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Intervalos de Confiancga —
Média da Normal

0 Consideraremos agora O caso mais
comum na pratica onde os dados sao
supostos NORMAIS e 6 é media da
distribuicao.

0 Serao abordados dois casos: variancia
do modelo conhecida e variancia do
modelo desconhecida.
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Intervalos de Confianga —
Média da Normal

a Argumento intuitivo....

0 Suponha que vocé tem uma amostra
aleatoéria da Normal, em que a média é
desconhecida.

0O Se vocé precisasse achar um estimador
pontual de 0 (a média), usaria a média
amostral X .
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Intervalos de Confiancga —
Média da Normal

O E se agora voceé precisar encontrar um
intervalo que contenha 6 com uma
probabilidade especificada?

0 Parece natural que este intervalo tenha a
forma: (X —c,X +¢) onde ¢ é uma
constante a ser especificada. Veremos
que os intervalos encontrados para a
média da Normal tém exatamente esta
dorma!
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Intervalo de Confianga -
Média da Normal

Caso |
X~ NORMAL(0,62); o2conhecido

aSeja X =(X;.....,X,) uma a.a. de tamanho
n da distribuicao Normal acima.
Xi

0Javimos que x-=3 é o estimador de
e . g /! -
maxima verossimilhanga de 6. Além
disto, é facil provar que:

2
= o
Xon tg, j
n
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

0 Logo, podemos padronizar a média amostral,
transformando-a numa v.a. com densidade N(0,1)
da seguinte maneira:

_X-0_n(X-9)
(o)
An

0 Usando uma tabela da Normal podemos encontrar,

por exemplo, a probabilidade desta nova variavel
estar entre -2 e +2.

Z

~ N(0,1)
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

Prob (-2 <Z < 2) = ®(2) - ®(-2)= 0.954
0 Substituindo Z na expressao anterior leva a:

X-0 <+2<:>}—2—O_<¢9<§+2—0

o/\n Jn Jn

a Dai:

-2<

Prob{-2<Z <+2}= Prob{X—zg<6’< X+2G}—O.954

n n

a0 O intervalo que acabamos de encontrar € um
intervalo de confianga 95.4% para 6.
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

0 Ou seja, na notagao mostrada antes:

O A seguir exibimos uma “receita de bolo” para
obter o IC da média de uma Normal com variancia
conhecida.
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Intervalo de Confianga -
Média da Normal

0 Receita de Bolo

0 Seja X =(X,,....,X,) uma a.a. de tamanho n
da distribuicao Normal com média
desconhecida 0 e varidancia conhecida c2.

0 Um intervalo de confianga 100(1- a)% para 6
é dado por: — o — o
X - ——= X4z
Ziar Jn Zian \/;]
0 Onde z,_, € obtido da fungao de distribuicao
N(0,1)e étalque Pr(Z<z,_, ) =1-0/2.
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

0 Note que, pela simetria em torno de zero da
distribuicao N(0,1):

o z,,, € o ponto tal que, a probabilidade de estar
ACIMA dele é /2 usando uma distribuigcao N(0,1).

0 Também é facil perceber que, se Z é N(0,1):

Pr{—z oy <Z<+z a}:l—a
1-= 1-=
2

2
O E esta ultima expressao foi empregada para obter
o IC para a média.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo

0 Considere a populacao de alunos da PUC. Para uma
amostra de 50 alunos obtivemos uma altura média de
1,68m.

0 Sabe-se que o desvio-padrao da altura da populagao
de alunos da PUC é o mesmo que o da populagao de
jovens cariocas com menos de 25 anos: 0,11m.

0 Suponha que as alturas dos alunos sao Normalmente
distribuidas.

0 Determine, com um nivel de confianca de 95%, o
intervalo onde a real altura média da populagao de
alunos da PUC deve estar localizada.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Solucao

0 Note que a amostra é Normal com variancia
conhecida, e assim a distribuicao de X
também é Normal.

0 Da tabela da Normal, ou usando a fungao
INV.NORMP do Excel, procuramos um valor z,
tal que Pr(Z < zy) =1-0/2 = 97.5% , isto é, D(zy) =
97.5%. A funcao INV.NORMP fornece z, = 1.96.

monica@mbarros.com 16



IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Solugao
0 O IC 95% (para as alturas em cm) é entao:

= o 11
X-z —,X+z 168 -1.96—=,168 +1.96—
( AT AN J ( 450 Jsoj

=(164.95cm, 171.05 cm)
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0O Receita de bolo — qual valor de z , usar‘?

Coeficiente de Confianca valor tabelado de z
80.0% 1.282
90.0% 1.645
95.0% 1.960
97.0% 2.170
97.5% 2.241
99.0% }576

Estes pontos sdo encontrados através da fungao INV.NORMP do
Excel — Note que, se o coeficiente de confianca é 1- o, devemos
buscar um ponto na tabela da Normal tal que a probabilidade de
estar ACIMA dele é o/2, ou seja, a probabilidade de estar ABAIXO
dele é 1 - a/2 (o0 argumento da fungédo INV.NORMP é 1 - a/2).
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IC para a média da Normal com
o conhecido

Arquive  Edtar Exibir  Inserir  Formatsr Ferramentas Dados  Janela  Ajuds
& Ba @ - & L) .
€ Beb-A
INLNORMP  ~ X /] =INV.NORMP(0,975)
A B B 0 E F G H | J
1o
2] m’;gul‘l‘lenlns da fungéo
3 THY.MORMP
g Probabilidade [0,575] =l = 097
] 959962757
7 Retorna o invers da distribuigio cumulativa normal padk o {possil Lma média o3 svin
g padrao 1),
2 Prababilidade & uma probabilidads correspanderits & distribuicEo normal, um nimero sntre \
10 e 1 inclusive,
i
[13
12 1.96 (a “resposta
i Resultado da Férmula = 1,959962767 da fungéo” é tal
14 -
15 Ajuda sobre esta Funcso _ cancear_|
- que a
17 probabilidade de
18 .
B estar abaixo deste
valor é 0,975
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo

0 Numa amostra de 36 postos de gasolina no Rio de
Janeiro, o pregco médio do litro da gasolina aditivada
foi de R$ 1.78. Sabe-se, por experiéncias anteriores,
que o desvio padrao é R$ 0.20.

0 Encontre intervalos de confianga 90%, 95% e 99%
para o preco médio da gasolina aditivada no Rio de
Janeiro supondo que a amostra é Normal.

0 Solugao

0 Aqui estamos supondo que o desvio padrao é conhecido, e
assim podemos usar um intervalo baseado na densidade
Normal.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Os IC tém a forma geral:(y_z 7 X4z i}

0 OIC 90% é:[1.7871.645@,1,78+1.645(0'—20)j:(R$1.725, R$1.835)

6
a OIC 95% é: (1.78—1.96(0'620),1.78“.96(0'620) =(R$1.715,R$1.845)

o OIC 99% é: (1.78—2.576@,1.7&2.576@)=(R$1.694, R$1.866)

Note que, a medida que o coeficiente de confianga
aumenta, a largura do intervalo também aumenta!
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo (para casa)

0 O preco médio de um automoével Palio ELX 1.0 4
portas ano 2001 é R$ 17727 (segundo o Jornal
Valor Economico de 07/07/2003).

0 Suponha que o desvio padrdao REAL dos pregos
seja R$ 1500 e o tamanho da amostra é n = 25
carros.

0 Encontre intervalos de confiangca 95% e 99% para
os precos de Palios ELX 1.0 quatro portas ano
2001 supondo que os pregos sao Normalmente
distribuidos.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo (para casa)

0 Toma-se uma amostra de 25 usuario de
um cartao de crédito e observa-se que o
gasto médio mensal é R$ 600.

0 O desvio padrao é conhecido e igual a R$
250.

0 Encontre intervalos de confianga 95 e 99%
para o gasto médio com cartao na
populagao de usuarios.
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PIVOT

uma densidade (ou funcdo de probabilidade)
f(x,0).

0 Seja Q = q(X,;,....,X,,, 0) uma funcéo dos
elementos da amostra e do parametro
desconhecido 6.

0 Q é chamado de PIVOT se sua distribuicao
nao depende de 0.

0 Um PIVOT é usado para encontrar intervalos
de confiancga para parametros desconhecidos.
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PIVOT

0 No exemplo do IC da média da Normal com
variancia conhecida, a quantidade:

Jn(X -0)

O

7 =

0 é um PIVOT, pois depende de X =(X......X,) e
0, sua distribuicao nao depende de 6 (pois é
N(0,1)) e assim pode ser usada na construgao
de um IC para 6.
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IC para a média da Normal com __
o desconhecido \:

Caso ll
X ~NORMAL(0, 62); o2DESCONHECIDO

0 Seja X =(X,....X,) uma a.a. de tamanho n
da distribuicao Normal acima.

0 Os estimadores nao tendenciosos de 0 e c?

sdo: y Iy eszz%ﬁ(xi_)?f
n—135

2 2
onde X~N£0,JJ e (n=1)S ~ !

2 n—1
n
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IC para a média da Normal com :
o desconhecido -

0 Também, X ¢ S’sido independentes.

0 Pela definigdo de uma v.a. t de Student:

In(x-0  _
ro—o __ X0,
(n—1)S? S
o’ (n-1)
0 Onde: S2=L y (X__)?)z
n—-145""

0 Assim da tabela da distribuicao t de Student com n-1
graus de liberdade podemos obter dois nimeros a e b tais
que: Pr(a<T<b)=1-a
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IC para a média da Normal com :
o desconhecido -

0 Para encontrar um intervalo simétrico fazemos a =
-b e assim:

Prob[a<T<b]:Prob{—b<T<+b}:Prob{—b<\/;(X_gj<bjzl_a

S

@Prob(—bS<X—9<+bSJ—

Jn Jn

- S - S
=Prob| - X-b—=<-0<-X+b— |=
[ Jn Jﬁj

:Prob[X—bS<0<X+ij:1—a
Jn

Jn
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

Q Portanto:
a O intervalo [X—bS,X+bSJ

Jn Jn

0O é um intervalo aleatério com probabilidade 1- o
de incluir o parametro desconhecido 6.

0 O ponto b que aparece na definicao do IC é
obtido da distribuigdo t com n-1 graus de
liberdade, e é tal que Pr(T > b) = /2.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0O Receita de Bolo
o Seja X, X,, ..., X,, uma a.a. de tamanho n da

distribuicao Normal com média desconhecida
0 e variancia desconhecida 2.

0 Um intervalo de confianga 100(1- a)% para 6 é

dado por: (X—bS X+ij
Nn' o n

0 Onde b é obtido da fungao de distribuicao t de

Student com n-1 graus de liberdade e é tal que
Pr(T>b)=al2.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

o OIC 100(1-a.)% para 6 é:

- S = S
[X_[nl;la/Z E’X—"—[nfl:lfaﬂ ﬁj

0 Onde S é o desvio padrdo amostrale t ., € um
ponto da distribuicao t de Student com n-1 graus
de liberdade tal que Pr(T >t ,) = /2, como no
grafico a seguir:

a2 )

31

IC para a média da Normal com
c desconhecido

QO valort, .., € obtidode uma tabela da
distribuicao t com n-1 graus de liberdade.
Pode-se, alternativamente, usar a fungao
INVT do Excel.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Exemplo

0 Numa amostra de 16 postos de gasolina no Rio
de Janeiro, o pregco médio do litro da gasolina
aditivada foi de R$ 1.78.

0 O desvio padrao dos pre¢os estimado na amostra
é R$ 0.20. Encontre intervalos de confianga 90%,
95% e 99% para o pre¢co médio da gasolina
aditivada no Rio de Janeiro e compare-os com os
encontrados no exemplo da pagina 18.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Solugao

0 Aqui deve-se usar a distribuicao t para encontrar
o IC, pois o desvio padrao é desconhecido. A
forma do intervalo é:

O T L(X EN .i]

a’ s a
n—l,l—z o /n n—l,l—z @ /n

O Pela funcao INVT do Excel com 15 graus de
liberdade obtemos os pontos percentuais para os
IC 90, 95 e 99%, que sao, respectivamente: 1.753,
2.131 e 2.947.
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IC para a média da Normal com i
o desconhecido L

.
i

aOIC 90% é;[1.7871753%,1.7&1.753%]:(R$1.692, RS 1.868)

(0.20)

o/ <. 11, (020) }=
o OIC 95% e_[ms 2'1317\% ,1.78+2.131TE (R$1.673, RS 1.887)

0 OIC 99% é{1.78—2.947(0'1\/2_60),1‘78+2.947(0'1\/2_60)J—(R$1‘633, RS 1.927)

Note que os intervalos de confianga sdao mais
largos que os correspondentes para a Normal
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INVT no Excel

=

Nota IMPORTANTE - uso de o

0 Suponha que vocé quer encontrar um intervalo de
confianga 100*(1 — a)%.
0 Entdo para obter o ponto t, , que entra no célculo do IC,
use a fungao INVT com os argumentos:
Qa e
an -1 graus de liberdade

a Pois a fungao INVT do Excel fornece a o ponto tal que a
probabilidade de estar ACIMA dele é especificada.

0 Isso se deve ao fato do primeiro argumento da fungao no
Excel ser, na verdade, o valor para o intervalo bilateral.
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Utilizando o Excel

0 Fungoes do Excel para a distribuicao t

Funcao Descrigao
invt(p; gl) Para a distribuicao t de Student, calcula o valor
t para p = 2.0, com gl graus de liberdade

a Por exemplo, INVT(0.05, 20) = 2.086 calcula o
valor na tabela t com 20 graus de liberdade e é tal
que Pr(T > 2.086) = 0.05/2 = 0.025
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Distribuicao t de Student

0 Quando n (numero de graus de liberdade)
cresce, a densidade t de Student se torna cada
vez mais parecida com uma N(0,1)

Densidades t de Student e N(0,1)

0,5

04 + M

04 + ¥ .
# e

03 P Y —e—NO.1)

03 1 Y N )

02 + o N Y5)

% N (10)
02 1 R4 Ny

01 +

0,1 ‘o ha ¥

P I T S I T N S N A T T I S
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A distribuicao t de Student

0 Exemplo: para uma amostra com 15 elementos n
(14 graus de liberdade) e para um nivel de
confianca de 5% (o/2 = 0,025), t é igual a 2,1448

GL 0100 0075 0050 0025  0.020

130777 41653  6.3137 127062 15.8945
045 2 1.8856 22819 29200 43027  4.8487
0.40 1 3 16377 19243 23534  3.1824  3.4819
/\ 4 15332 1.7782 21318 27765  2.9985

0.35
5 14759 16994 20150 25706  2.7565
030 4 6 14398 16502 19432 24460 26122
0.5 1 7 14149 16166 1.8946  2.3646  2.5168
8 13968 1.5022 1.8595 2.3060  2.4490
0.20 1 9 13830 15737 18331 22622 23984
0154 10 13722 15592 18125 22281 23503
010 4 al M 13634 15476 17959 22010  2.3281
12 13562 15380 17823 21788 23027
0.05 1 ] 13 13502 15299 1.709 604 22816
0.00 ‘ 14 13450 T 76 22638
-4.00  -2.00 0.00 200 400 B 4513406 151772 17531 21315 22485
2.1448 16 13368 15121 17459 21199 22354
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Comparacgao: IC Normais x IC
t de Student

0 A distribuicao t nos fornece intervalos de
comprimento maior que os intervalos
Normais com a mesma probabilidade.

0 A medida que o numero de graus de
liberdade da densidade t cresce, a densidade
se torna mais e mais parecida com uma
N(0,1), e conseqlientemente, os intervalos se
tornam mais préximos dos encontrados
através da distribuigcao N(0,1).
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Comparacgao: IC Normais x IC
t de Student

0 Também, o comprimento dos intervalos

diminui a medida que aumentamos o numero

de observacgoes.

O Isto é intuitivamente razoavel, pois a medida
que o tamanho da amostra cresce, x
“converge” para u e temos cada vez mais
“certeza” de que a média amostral esta num
intervalo de pequeno comprimento em torno
de p com alta probabilidade (este resultado é

conhecido como “lei dos grandes numeros”).
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Utilizando o Excel

0 O Excel também pode ser utilizado para o calculo
do intervalo de confianga para c desconhecido
(para qualquer tamanho de amostra)

a Selecione no menu Ferramentas a opgao Analise de
Dados;

0 Escolha a opgao Estatistica Descritiva;

0 Na caixa Intervalo de Entrada, selecione os dados da
amostra;

Q Selecione a opgao Intervalo de Confianga para a Média e
coloque o intervalo de confianca desejado;

0 Na caixa Intervalo de Saida, selecione o local da planilha
onde os resultados serdo colocados;

a Clique em Ok.
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Utilizando o Excel

0 A saida Erro padrio fornece o valor de o/\n para
n grande.

0 Para obter o intervalo de confian¢ca baseado na
Normal, calcule z,_, utilizando a funcéo
apropriada, multiplique pelo Erro padrao, e facga:
média amostral + e - o resultado encontrado.

O A saida Intervalo de Confianca ja fornece o valor
de (t1_a,2'n_1)cl\/n (ou seja, ja fornece o que deve
ser somado e subtraido da média amostral),
bastando apenas subtrair e somar a média.
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Utilizando o Excel

O A seguir aplicamos esta analise para o pre¢go da "~

gasolina em 106 postos do Rio de Janeiro em Agosto

de 2002. Descriptive Statistics 2lx|
rInput
Ok I
Input Range:
Cancel |
Grouped By:
Help |
[¥ Labels in First Row
rOutput option:
 Qutput Range: I ]q‘
& New Warksheet Ply: I
' New Warkbook
IV Summary statistics
¥ Confidence Level for Mean: |95 %
I Kth Largest: |1
I Kth Smallsst: I1
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Utilizando o Excel

Gas. Comum

O erro padrao é

Média 1.725 .
Erro Padrio 0.007 apenas o desvio
Mediana 1.725 padrao dividido por
Moda 1.749 \jn = \j1 06
Desvio Padrao 0.075
Variancia Amostral 0.006
Curtose 1.082
Assimetria 0.386
Amplitude (Max - Min 0.410
piiude Minimcz 1.520 (to.025)0/\n — basta

n 106

ncontrar o | Y
IC 95% 0.014 encontrar o IC 95%

Maximo 1.930 subtrair e somar este
Soma  182.847 / valor a média para
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Utilizando o Excel

a Nota:

0 Como o tamanho da amostra é grande,
poderiamos ter usado um IC baseado na
distribuicao Normal.

0 Na verdade, a diferenca praticamente
inexiste, pois o0 numero de graus de
liberdade da distribuicao t neste caso
(105) a torna, para todos os efeitos,
indistiglivel da Normal.
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Forma Alternativa para um IC
baseado na distribuicao t

Q Se definirmos a variancia amostral como:

n

0 1 =\2
S?=—>(X,-X
2 (X~ X)
*2
e entdo (n)f ~x,
o

a Dai a variavel T torna-se:

V(X -0) _
r-—o A0,
(m)S™ s

o’(n—-1)
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Forma Alternativa para um IC
baseado na distribuicao t

0 E ai o intervalo de confianga torna-se:

IC=X+t .S—:L)?—t 5 .S—,)_(—H‘ ) Y ]

a a a
n-Li-o Nn—1 > Vn—1 nL-o Jn—1

O Qual intervalo é “melhor”’? Nenhum - sao
equivalentes, o importante é saber se vocé
esta calculando a variancia amostral com
denominador n ou (n-1), para ser coerente na
sua escolha.
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IC para a média de uma distribuigcao {4
qualquer - GRANDES AMOSTRAS

O Intervalo de confianga aproximado para as
médias de distribuigdo nao-normais (baseado
no Teorema Central do Limite).

0 Considere a v.a. X com densidade ou fungao

de probabilidade f(x), ndo necessariamente
Normal.

O Tome uma a.a. de tamanho n desta
densidade.
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IC para a média de uma distribuicdo
qualquer —- GRANDES AMOSTRAS

0 Se n (o tamanho da amostra) é grande
o Teorema Central do Limite estabelece

que: ¥ _
§? L 557 Jn e-0) > N(0,1)
O
Jn(X -0)/ o X0 o
Jn=18* [(n-1)c* S
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IC para a média de uma distribuigdo 4
qualquer - GRANDES AMOSTRAS

Q Dai, um intervalo de confianga aproximado
para 6 quando a variancia é desconhecida e X;

é nao- Normal é:

— S
(X Zi_q/2- \/* X+Zl al2 _nj

onde z,_,, € obtido de uma N(0,1) tal que:
Prob[-z,,, <Z<2Z,,,]=1-a sendoZ~ N (0,1)
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