IND 1115 - Inferéncia Estatistica — Semestre 2004.02
Lista de Exercicios # 2

Problema 1

Seja X4, Xp, ..., X, uma amostra aleatéria de uma densidade f(x,0). Encontre o
estimador de maxima verossimilhanca de 6 em cada um dos casos a seguir:
f(x,0) = 0.e®™ ,x>0,0>0.

f(x,0) = 0.c”x®" x>c¢>0, 6 >0 (densidade Pareto)

f(x,0) = c.6° x°V x>0>0, c> 0 (densidade Pareto)
2

f(x,0) = %exp{— 2%} x>0, 0 > 0 (densidade Rayleigh)

f(x,0) = 0.c.x“".exp{-0.x°}, x>0, 8 >0 (densidade Weibull)

Problema 2

Sejam Xj, Xz, ..., X iid Poisson(A). Encontre o estimador de maxima
verossimilhanca de Pr{ X; = 0) = e™ . Verifique que este estimador de maxima
verossimilhanca é tendencioso . Encontre um estimador nao tendencioso de e™.
Dica: Considere a fungao geradora de momentos dos X’s.

Problema 3

Gere 200 amostras de tamanho 50 da distribuicdo Poisson(2) (vocé pode fazer
isso usando o Excel).

Em cada uma das 200 amostras encontre a estimativa de Pr{X ; = 0} por maxima
verossimilhangca. Faga um histograma destes valores dos estimadores de
maxima verossimilhanga. Qual a “cara” do grafico?

Problema 4
Sejam X1y < X(2) £ ... £ X(n) as estatisticas de ordem da densidade:
f(x,0)=1 se6-0.5<x<6+0.50nde 6 € um numero real qualquer.

Mostre que toda estatistica u(X4, X, ..., X, ) tal que :
Xny - 0.5 < uXy, Xz, ... , Xn ) £ Xy + 0.5 é um estimador de maxima
o _ Xy + X 4X,+2X, +1
verossimilhanca para 6. Em particular: T4 = — 5 Ty = p ,
2X,, +4X, -1
T, = Q) ; ()

sdo 3 possiveis estimadores de maxima verossimilhanca. Logo, unicidade nao
é, em geral, uma propriedade dos estimadores de maxima verossimilhanca.
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Problema 5
Considere as densidades do Problema 1. Encontre estimadores por método dos
momentos para 6 e verifique que eles sao consistentes.

Problema 6

Sejam T4, T, T3 e T4 estimadores n&o tendenciosos para um parametro
desconhecido 6. Suponha que:

Var(T4) = Y2, Var(T,) = 1/4, Var(T3) =1/8, Var(T4) = 1/8.

a) Suponha que T4, Ty, T3 € T4 s&o independentes. Encontre as constantes ay,
4

ap, az e a4 tais que: T* = ZaiTi € um estimador ndo tendencioso para 6 e sua
i=1

variancia € minima.
b) No item a) calcule a varidncia minima e o percentual de redugao da variancia

. S A ~ 1S
conseguido se comparado a variancia de 7T = 1 E T,
i=1

Problema 7

Sejam X1, Xa, ..., Xn iid f(x,1) = A.e™ . Amédiade X;é 1/Leassm T=1/X

€ um estimador “natural” de A.

a) Calcule E(T) = E{1/ X } e construa a partir dele um estimador ndo tendencioso
de A.

b) Mostre que o mdltiplo de 1/X com menor erro quadratico médio é:

=0

Problema 8
Sejam X4, Xz, ..., X, iid Unif(0, 6). Seja Y =max(X4, Xz, ..., Xn ).

n—1
Hn
b) Mostre que Y é um estimador consistente de 6.

¢) Encontre um multiplo de X que seja n&o tendencioso para 0 e calcule o seu
erro quadratico médio.

a) Mostre que a densidadede Y é f(y) = onde 0<y<9.
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d) Encontre um multiplo de X, que seja ndo tendencioso para 6 e calcule o seu
erro quadratico meédio.

¢) Compare os erros quadraticos médios dos estimadores encontrados em c) e
d) acima.

Problema 9
Sejam X4, Xz, ..., Xpiid N(u, 1).

Encontre uma fungdo de X que seja um estimador ndo tendencioso de 2.

_ 1
Dica: Considere X* ——
n

Problema 10

Gere 500 amostras de 10 observacbes cada da densidade Unif(0,2). Em cada
amostra, calcule X0y = max(Xq, Xz, ... , Xq0). Faca o histograma dos X0
gerados e calcule a média e mediana da distribuigdo simulada.

Problema 11

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo Geométrica(p).
a) Encontre o estimador de maxima verossimilhancga de p.

b) Encontre a informacéao de Fisher.

c) O MLE é consistente? E ndo tendencioso?

c) Ache o limite inferior de Cramer e Rao para o estimador de p.
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