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GABARITO

\ Problema 1 (30 pontos)

Seja Xi, X, ... , X, uma amostra aleatoria de uma densidade Uniforme(0,0) onde 0 é
desconhecido.

a) Mostre que o MLE (estimador de maxima verossimilhanca) de 6 é:

Xy = max(Xy, Xz, ..., Xn)

b) Encontre um estimador por método de momentos de 6.

c) O MLE de 6 é nao tendencioso?

d) O MLE de 6 é consistente?

e) Coleta-se uma amostra de tamanho 10 da Uniforme(0,0). Os valores observados
séo:

1,54 0,20 2,42 3,60 3,94

3,80 0,06 1,60 3,44 0,56

Compare o MLE e o estimador por método dos momentos de 0 baseados nesta
amostra.

Dica:
A funcao de distribuicao de X, é: Pr(Xy) = x) = Pr(max(X4, Xz, ... , Xn ) £X) =
=Pr(X;=x,X25X, ..., Xh<X)

Solugao
A verossimilhanga é:

L(H):lll[é se 0 <x,<@ paratodo x,

1
g se 0 <x,,<x, <0

0 se algum x, fora do intervalo [0,6]

Mas, a verossimilnanca € decrescente e seu maximo € alcangado em X, = max(xs, X,
cees Xn)-

Também:

Yi=Xi/ 0= séaoiid Unif(0,1) , o que pode ser facilmente mostrado pelo método do
jacobiano.

Y(n): méX( Y‘], Y2, any Yn) = méX( X‘],/ 6, X2,/ e y saay Xn/ 9) = X(n)/ e
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Mas, Y(n) € Beta (n,1) e entdo:

n
E(Y(")): n+1
n
VAR\Y | |J=————
() (n+2)(n+1y’
Logo,
X
E{ﬂj SN E(X(n)) _n9 = o MLE e' tendencioso
o n+l n+1
X 2
VAR [#j = LZVAR(XW J=—————— = VAR(X,,)= LZ
0 0 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
MSE(X() = VAR(X(m) + { BIAS(X(y) }*
Mas:
n -0
BIAS(X(H)):E(X(H))—&:n+19—9=m
2 o>
[BIAS(X(n))] =(n+1)2
2 2 2
MSE(X<n>)= "0 7t i 7= ° 2[ : +1}
(n+2)(n+1)" (n+1)" (n+1) Ln+2

e MSE(X(n)) —0 quando n >
Logo, o MLE é consistente.

A média da distribuigédo é: 6/2. Logo, o estimador por método de momentos iguala a
média amostral a média da distribuicdo, ou seja:

= X=>60=2X

N D

O MLE é o maximo das observagdes, neste caso igual a 3.94

Neste caso temos:
Média amostral = 2.116 e entdo o estimador por método de momentos ¢é 4.232
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\ Problema 2 (20 pontos)

Sejam Xy, Xy, ..., Xn iid Poisson()A). Encontre o estimador de maxima verossimilhanca
de Pr{ Xi = 0) = e” . Verifique que este estimador de maxima verossimilhanga é
tendencioso. Encontre um estimador n3o tendencioso de e™.

Dica: Considere a fungao geradora de momentos dos X’s.

Solugao
A verossimilhanga é:

n e—ﬂﬂxi e—n/l/lzxi
L=11- =
! X!

i=1 :

A log-verossimilhanca é:

Igualando esta derivada a zero obtemos o estimador de maxima verossimilhanga de

A.
% = —n+%2x[ =0 % —n< A=X ¢ oestimador de max. veross. de A
i=1

Este estimador € nZo tendencioso para A, pois E(X,)=E(X)=4

Pelo principio de invariancia dos estimadores de maxima verossimilhanga, o estimador
desejado é:

Xi

T()N():e_)?:ei "

A média deste estimador é:

o
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Onde M(.) é a fungao geradora de momentos de Xx;. Mas, 2x; € Poisson(n.\) e portanto
sua fungcédo geradora de momentos é:

M(t)= exp{n.l(e’ —1)}
Logo:

M(%j =exp{ni(e" ~1)|

Entdo certamente o estimador é tendencioso para Pr{ X; = 0} = e™.

Note que:

2 3 2
(e‘”” —1)=1+(_—1j+i(_—1j +l(_—lj +—1z(_—1)+i(_—lj
n 21\ n 3N n n 21\ n
Dai, até o termo de ordem 2 da série de Taylor:

-1 -1 1 A
M| = |~ Al —+— |l =exp{-1+ 2=
(S )eowipa(Sgg oo l-22]

Construgao de um estimador nao tendencioso

Parai=1,2, ..., n sejam

0 se X, #0

1 se X, =0
Pr(U) =0¢é 1 —exp(-A) e Ui =1 com probabilidade exp(-A). Logo, a média de U; é
apenas:

U, =

1

0.{ 1 —exp(-L)} + 1.{ exp(-A)} = exp(-L)
Considere o estimador:

s = 1
z_U_;ZU,,

Por construcao, este estimador tem a mesma média que U; e portanto é ndo
tendencioso para exp(-1).
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\ Problema 3 ( 20 pontos)

Sejam X1, X, ..., X, iid N(u, 1).

a) Encontre o MLE de p.

b) Mostre que o MLE € né&o tendencioso.

c) Calcule a informacgao de Fisher.

d) Calcule o limite inferior de Cramer e Rao. O MLE é um estimador eficiente?
Solugao
A verossimilhanga é:

L(ﬂ)ﬂi[é—”exp{_(x‘z_ﬂ) }=(2”)"/2 exp{;Z(%—ﬂ)z}

() =log L(11)= —glog(27z)_71§:(xl_ uy

dl -1d
E:ija{lez —2,[12)(:1» +I’llLl2} =0

]
<:>—2in+211;1=0<:>[1=&=)_(
n

b) A média amostral € um estimador ndo tendecioso para pu, logo o MLE é néo
tendencioso neste caso.

c) A informacéao de Fisher é dada por:

A Az

Mas, VAR()?)=1/n:>I(,u)=VAR;()_()

d) O CRLB é definido como 1/I(n) = 1/n neste caso, e como ja vimos, igual a variancia
do MLE. Logo, o MLE é um estimador eficiente.

Problema 4 (10 pontos)

O consumo mensal em minutos por conta de celular numa certa regido € uma v.a. com
média 40 minutos e desvio padrdao 12 minutos. Toma-se uma amostra de 24 usuarios
de celular.
a) Qual a probabilidade do tempo médio de uso na amostra exceder 45 minutos?
b) Qual a probabilidade do tempo médio de uso na amostra ser menor que 50
minutos?
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Solugao
A média amostral € uma variavel com média e variancia:
E(X)=40

a)Pr()?>45)=Pr(X_4O 45—4()]%1_@(45—40

NN Js

):1—@(2.0412):

=1-0.9794 = 0.0206

b)Pr()‘(<50)=P{X_4O 50—40}01)[50—40

NG J6

J: ®(4.0824) =1

\ Problema 5 (20 pontos)

SejaY ~Bin(12, 1/2).

a) Calcule Pr(Y > 9) exatamente.

b) Calcule Pr(Y > 9) aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com
correcao de continuidade.

c) Calcule Pr(Y = 7) exatamente.

d) Calcule Pr(Y= 7) aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com
correcao de continuidade.

Solugao

a) Calculo exato:

X Pr(X=x)
9 0.0537
10 0.0161
11 0.0029
12 0.0002
soma 0.0730

b) Pr(Y >9) é, com a corregao de continuidade, aproximadamente igual a Pr(Y > 8.5),
onde esta ultima é calculada a partir da distribuicdo Normal.

Mobnica Barros - 02/12/2004



E(Y)=np=6
VAR(Y) =npq=6(1/2) =3

Pr(YZ9)zPr(Y28.5)=Pr(Y_6 > 85_6)=1—c1>(8'5_6j=1—c1>(1.4434)=

NERRNG 5

=1-0.9255=0.0745

c) Pr(Y =7) = (ﬂ(%) =0.1934

d) Pela aproximagao do Teorema de DeMoivre e Laplace:

Pr(Y:7)zPr(6.5£Y£7.5)=Pr(6'5_6 r-6 7'5‘6j:¢(_7-5‘6j_@(6-5—6j_

5 BB

= ®(0.8660) — d(0.2887) = 0.8068 —0.6136 = 0.1932
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Tabela — Fungao de Distribuicao N(0,1)

z (z) z D (2) z D (2)
0,0000 50,00% 1,0000 84,13% 2,0125 97,79%
0,0200 50.80% 1,0100 84.38% 2.0200 97.83%
0,0300 51.20% 1.0167 84.54% 2.0300 97.88%
0,0400 51.60% 1.0250 84.73% 2.0400 97.93%
0,0500 51,99% 1,0500 85,31% 2.0412 97.94%
0,1000 53,98% 1,0553 85,44% 2.0500 97.98%
0,1500 55,96% 1,1000 86,43% 2,1000 98,21%
0,2000 57,93% 1,1180 86,82% 2,2000 98,61%
0,2236 58,85% 1,1475 87,44% 2,2361 98,73%
0,2500 59,87% 1,1500 87,49% 2,3000 98,93%
0,3000 61,79% 1,1553 87,60% 2,3263 99,00%
0,3015 61,85% 1,2000 88,49% 2,3333 99,02%
0,3475 63,59% 1,2060 88,61% 2,4000 99,18%
0,3492 63,65% 1,2200 88,88% 2,5000 99,38%
0,3500 63,68% 1,2500 89,44% 2,5500 99,46%
0,4000 65,54% 1.2700 89.79% 2,5628 99,48%
0.4167 66.16% 1,2816 90,00% 2,6000 99,53%
0,4307 66,67% 1,3000 90,32% 2,6500 99,60%
0,4500 67,36% 1,3333 90,88% 2,6667 99,62%
0,5000 69,15% 1,3750 91.54% 2,6833 99,64%
0,5500 70,88% 1,4000 91,92% 2,7000 99,65%
0,5774 71.81% 1,4468 92,60% 2.7500 99.70%
0,6000 72,57% 1,4500 92,65% 2,8000 99,74%
0,6250 73,40% 1,5000 93,32% 2,9000 99,81%
0,6500 74,22% 1,5500 93,94% 2,9500 99,84%
0,6667 74,75% 1,5811 94,31% 3,0000 99,87%
0,6708 74,88% 1,6000 94,52% 3,1000 99,90%
0,7000 75,80% 1,6450 95,00% 3,1500 99,92%
0,7500 77,34% 1,6667 95,22% 3,2000 99,93%
0,8000 78,81% 1,7000 95,54%

0,8333 79.77% 1,8000 96,41%
0,8500 80,23% 1.8500 96.78%
0.8666 80.69% 1,9000 97,13%
0,8944 81,45% 1.9500 97.44%
0,9000 81,59% 1,9600 97,50%
0,9167 82,03% 1,9800 97,61%
0,9500 82,89% 2,0000 97,72%
0,9500 82,89% 2,0100 97,78%
0,9750 83,52% 2,0100 97,78%
0,9800 83,65%

0,9900 83,89%
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