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GABARITO

\ Problema 1 (20 pontos)

Seja X4, Xy, ..., X, uma amostra aleatéria de uma densidade Uniforme(6, 2) onde 6 é desconhecido.
a) Encontre o MLE (estimador de maxima verossimilhancga) de 6.

b) Encontre um estimador por método de momentos de 6.

c) O MLE de 6 é nao tendencioso?

d) Coleta-se uma amostra de tamanho 10 da Uniforme(6, 2). Os valores observados sao:

1,54 0,20 0,42 0,60 0,94

1,80 0,06 1,60 1,44 0,56

Compare o MLE e o estimador por método dos momentos de 6 baseados nesta amostra.

Solugéo

A densidade de cada X é:
1
X)=—— se 0<x<2
f@=5—

A verossimilhancga é:

L(0) :ljzie = (2—16’)" se @ <X, =min(x,,x,,...,x,) <...< X, =max (X, X,,...,x,)

A medida que 6 se aproxima de 2, a verossimilhanca cresce, mas existe um valor maximo para 6, que é
dado por x(1), 0 minimo da amostra.Logo, o maximo da verossimilhanga ocorre quando 0 = X4).

b) Um estimador de 6 por método de momentos iguala a média amostral 8 média da distribui¢gdo, que é
(6+2)/2. Logo:

0+2 ~ =
X = - < 0 =2X -2 é o estimador por método de momentos.

A funcéo de distribuicdo do MLE é:

F(x)=Pr(X, <x)=1-Pr(X, >x)=1-Pr(X,>x,....X,>x)=

~1-[]Pr(x, >x)=1_{j210du}n :1_6:;}"

i=1 x

A densidade do MLE ¢ apenas a derivada desta fungéo de distribuigao, ou seja:

dF 2-x\" 2-x\"
g(x):gz—n(z_;j (_1):"(2_@ parax €[6,2]

A média do MLE é:
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t o (2-x)"
E(X(l)):_[nx(z 9) dx

Faca a transformacéao de variaveis: u = 2-x = x = 2- u, du = - dx

E(X(l))zzjﬂn@—u)(zfgjnl du :szﬂ(Z—u)(u)n_l du =

g (2-0)" %
_ n 2u" u"2-6 n 2(2—6’)" (2—9)"”
(2_9)"71 n n+l

_(2-0)(2+6m)
n+l

0 (2-4)"| =n n+l

Claramente o estimador de maxima verossimilhanga é tendencioso para 6.
A média amostral é: 0.9160

O estimador por método de momentos baseado na amostra é: 2(0.916) — 2 = -0.168
O estimador de maxima verossimilhanga é apenas X, = minimo = 0.06

Problema 2 (20 pontos)

Sejam X1, X , ..., X iid N(O, 6°).
a) Qual a média e variancia de X2
b) Como aproximar Pr{ X;* + X,> + ...+ X% < x) em termos de ®(.) ?

Solugéo

2

X—IZ tem densidade qui-quadrado com 1 grau de liberdade parai=1,2,..n

o
Logo, sua média e variancia sao:

2
o

E(ﬁjzl = E(X])=0 eVAR(X—§]:2:> VAR (X})=20"
O

Entdo, a soma dos Xiz ‘s tem média e variancia:
E (Z Xf] =no’

i=1
VAR (Z ij =2no*

i=1

Pelo Teorema Central do Limite, se n for grande podemos normalizar esta soma de tal forma que ela seja

aproximadamente N(0,1).
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Seja T =X2+ X2 + ...+ X2 entdo:

T 5 Z:)(l.z—n()'2
z=-_"9 _ ~ N(0,1)

\2not \2not

T-no’ _x-no’ - no’
Pr(T <x)= Pr( 0 I j ~ d)(i é a aproximagao desejada.

\/2110'4 - \/2110'4 \2not

Problema 3 ( 20 pontos)

Sejam X; , Xo , ... , X4g medidas independentes de uma certa experiéncia, e Y, Y2, ... , Ygg
aproximados até o préximo inteiro. Sejae; = Y;- X;, i =1, 2, ....48. Os ¢, ‘s sdo iid Unif( -0.5, +0.5) .

48
Del< 2.4}.

Aproxime a seguinte probabilidade : Pr{

Solugao

i=1
Pelas propriedades da distribuicdo Uniforme, cada e; tem média O e varidncia 1/12. Logo:
48
E [Z el.j =0
i=1
48 1
VAR| D e |= 48(Ej =4
i=1

Pelo teorema central do limite, o somatério dos e;'s pode ser normalizado de forma a se tornar
aproximadamente N(0,1).

.

~®(1.2)-®(-1.2) =20 (1.2) - 1=2(0.8849) ~ 1= 0.7698

48
-0
j_Pr —2.4-0 Z‘e 12.4-0

NZ BN 7N

48
Z ¢

i=1

48
< 2.4} = Pr(—2.4 <Y le<+24

i=1

Problema 4 (20 pontos)

Seja X uma variavel aleatéria com fungao de probabilidade Geométrica com probabilidade p, isto é:
Pr(X = x): (1-p)~'p ondex=1,2,....
Encontre a fungao geradora de momentos de X e, a partir dela, a média de X.
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Solugéo

A fungéo geradora de momentos de X é:

E(¢)=2 ¢ (1-p)" p=p(1=p) Tfe"(1-p) | =p(a) 2 {(a¢') | -

=1 i=1 i=1

t
_pP) g b= pe - desde que ‘qe"<l
q |1—qge 1—qge

~ o~

A primeira derivada da fung¢édo geradora de momentos é:
am () pe (1-g¢')—(-g¢' ) pe'
dt (1 —ge' )2
dM (1)
dt

_prl-9)-C9p_p _1
t=0 (1-¢g)’ P p

E(X)=

Problema 5 (20 pontos)

No estacionamento de uma certa Universidade, observou-se que a proporgdo de carros de diversas

marcas é:

Fiat = 18%

Volkswagen = 15%

Ford = 12%

GM =10%

Outros (brasileiros) = 35%
Outros (importados) = 10%

Existem 30 carros na fila do estacionamento. Calcule as seguintes probabilidades:

a) De encontrar exatamente 5 carros da Fiat, 5 da Volkswagen, 4 da Ford, 3 da GM e 10 de outras
marcas brasileiras.

b) De encontrar exatamente 5 carros da Fiat, 5 da Volkswagen, 4 da Ford e 3 da GM.

c) De encontrar exatamente 5 carros da Fiat, 5 da Volkswagen e 4 da Ford.

d) De encontrar exatamente 5 carros da Fiat.

Solugao

Sejam:
X1, X2, X3, X4, X5 € Xg 0 nUmero de carros Fiat, VW, Ford, GM, “outros nacionais” e “outros importados”
na fila do estacionamento.

Pr(X, =5X,=5X,=4X,=3,X,=10,X, =3)=

a) _ 30 (0.18)°(0.15)°(0.12)(0.10) (0.35)"* 0.10)* = 0.000482

(151NN 3 10)3Y)

Pr(X, =5,X, =5,X, =4,X, =3,outros = 13)=
0!

3
(51(5!)4!)(31)13)

b)

(0.18)°(0.15)°(0.12)*(0.10)*(0.45)" = 0.001897
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Pr(X, =5,X, =5,X, =4,outros = 16) =

O30 (0.18)(0.15)°(0.12)*(0.55) = 0.007653

(5NsN16)

Pr(Xl = 5,outros = 25) =

Vo 3% (0.18)°(0.82)" =0.18860

(5125!)
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Tabela — Funcgao de Distribuigao N(0,1)

z D(2) z D (2) z D (2)
0,0000 50,00% 1,0000 84,13% 2,0125 97,79%
0,0200 50.80% 1,0100 84.38% 2.0200 97.83%
0,0300 51.20% 1.0167 84.54% 2.0300 97.88%
0,0400 51.60% 1.0250 84.73% 2.0400 97.93%
0,0500 51,99% 1,0500 85,31% 2.0412 97.94%
0,1000 53,98% 1,0553 85,44% 2.0500 97.98%
0,1500 55,96% 1,1000 86,43% 2,1000 98,21%
0,2000 57,93% 1,1180 86,82% 2,2000 98,61%
0,2236 58,85% 1,1475 87,44% 2,2361 98,73%
0,2500 59,87% 1,1500 87,49% 2,3000 98,93%
0,3000 61,79% 1,1553 87,60% 2,3263 99,00%
0,3015 61,85% 1,2000 88,49% 2,3333 99,02%
0,3475 63,59% 1,2060 88,61% 2,4000 99,18%
0,3492 63,65% 1,2200 88,88% 2,5000 99,38%
0,3500 63,68% 1,2500 89,44% 2,5500 99,46%
0,4000 65,54% 1.2700 89.79% 2,5628 99,48%
0.4167 66.16% 1,2816 90,00% 2,6000 99,53%
0,4307 66,67% 1,3000 90,32% 2,6500 99,60%
0,4500 67,36% 1,3333 90,88% 2,6667 99,62%
0,5000 69,15% 1,3750 91.54% 2,6833 99,64%
0,5500 70,88% 1,4000 91,92% 2,7000 99,65%
0,5774 71.81% 1,4468 92,60% 2.7500 99.70%
0,6000 72,57% 1,4500 92,65% 2,8000 99,74%
0,6250 73,40% 1,5000 93,32% 2,9000 99,81%
0,6500 74,22% 1,5500 93,94% 2,9500 99,84%
0,6667 74,75% 1,5811 94,31% 3,0000 99,87%
0,6708 74,88% 1,6000 94,52% 3,1000 99,90%
0,7000 75,80% 1,6450 95,00% 3,1500 99,92%
0,7500 77,34% 1,6667 95,22% 3,2000 99,93%
0,8000 78,81% 1,7000 95,54%

0,8333 79.77% 1,8000 96,41%
0,8500 80,23% 1.8500 96.78%
0.8666 80.69% 1,9000 97,13%
0,8944 81,45% 1.9500 97.44%
0,9000 81,59% 1,9600 97,50%
0,9167 82,03% 1,9800 97,61%
0,9500 82,89% 2,0000 97,72%
0,9500 82,89% 2,0100 97,78%
0,9750 83,52%

0,9800 83,65%

0,9900 83,89%
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