IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2005.01 — turma B
Teste 1 —06/05/2005
GABARITO

| PROBLEMA 1 (30 pontos)

Em cada questdo abaixo, indique se a afirmativa é verdadeira ou falsa (marque um X na alternativa

correta). Nao é necessario justificar a sua resposta.

Verdadeiro | Falso

1 A funcdo de distribuicdo de uma v.a. discreta ndo é XXXX
continua.
2 O logaritmo de uma variavel normal é uma variavel XXXX
lognormal.
3 A funcdo densidade de probabilidade é a derivada da XXXX
fungéo de distribuigio.
4 O primeiro momento central de uma variavel aleatéria é XXXX
sempre nulo.
5 Na densidade Uniforme, se [a, b] e [c,d] sdo intervalos do XXXX

mesmo comprimento, suas probabilidades sao iguais.

6 A variancia de X é a 2°. derivada da fungéo geradora de XXXX

momentos em t = 0.

7 A fungéo geradora de momentos sempre existe. XXXX

8 Sejam X e Y variaveis aleatérias com densidades XXXX
Poisson(2) e Poisson(3) respectivamente. Entdo X e Y tém

a mesma fungéo geradora de momentos.

9 Pode-se dizer que E(4.X+ 2) = 4E(X) + 2 e VAR(4.X+ 2) = XXXX
16.VAR(X)
10 O numero de questdes “chutadas” certo numa prova de XXXX

multipla escolha em que vocé nao sabe nada (por exemplo,
a prova esta numa lingua que vocé nao conhece) é uma
variavel Binomial onde n € o numero de questbes e p =
1/(numero de op¢des em cada questao da prova), suposto

constante.

11 O tempo entre chegadas de pessoas numa bilheteria de XXXX

cinema é uma variavel Poisson.
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Verdadeiro | Falso

12 As probabilidades de ganhar na Mega-Sena podem ser XXXX

calculadas através da distribuicdo Hipergeométrica.

13 O coeficiente de correlagéo entre X e Y € um nimero XXXX

adimensional entre -1 e + 1.

14 Quando usamos o retorno geométrico diario, o prego de XXXX
uma ag¢ao amanha pode ser encarado como uma variavel

lognormal.

15 Pelo teorema central do limite podemos aproximar uma XXXX

variavel Binomial por uma variavel Normal.

Problema 2 (20 pontos)

Seja X uma variavel aleatoria lognormal(y, c%).
Mostre que E(X) = exp( n + 02/2)

Dica: Lembre-se da fungédo geradora de momentos de uma variavel Normal. Se Y € Normal(y, 02) entao

sua fgm é: M(t) = exp(j.t + 6°t*/2)

Solugao

Pode-se escrever X como exp(Y) onde Y é Normal(y, 02). Entao:

E(X)=E(eY):MY(1)=exp{,u(1)+ i ;1) }=exp{y+%}

Problema 3 (20 pontos)

Seja X wuma variavel aleatéria com fungdo de probabilidade Binomial(n, p),

Pr(X = x) = (ZJpxq“ ondex=0,1,2,....n

Encontre a fungdo geradora de momentos de X e, a partir dela, mostre que E(X) = n.p.

isto

é:

Solugao

M, (t)= E(e'X ) = xnzoe'x (ZJ pg" :g[ZJ(pet )x q"" = (pet + q)n onde na Ultima passagem

usamos o teorema Binomial.
A média de X é a primeira derivada da fgm avaliada em t = 0:

M'(t)= n(pe’ + q)n_1 pe'
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E(X)=M'(0)=n(p+q)" p=n()p=np

Problema 4 (30 pontos)

Considere os pregos do litro das gasolinas aditivada e premium nos postos. Uma amostra de postos
revela que os pregos por litro da gasolina aditivada tém distribuicdo Normal com média R$ 2.50 e desvio
padrdo R$ 0,15. Os pregos por litro da gasolina premium tém distribuicdo Normal com média 2,65 e
desvio padrdo R$ 0,20. A correlagdo entre os pregos das duas gasolinas é 80%. Calcule as seguintes
probabilidades:
a) De alguém pagar entre R$ 2,35 e R$ 2,65 por um litro de gasolina aditivada.
b) De alguém pagar entre R$ 2,35 e R$ 2,65 por um litro de gasolina aditivada sabendo que neste
posto o litro da gasolina premium custa R$ 2,75.
c) De alguém pagar entre R$ $ 2,35 e R$ 2,65 por um litro de gasolina aditivada sabendo que neste
posto o litro da gasolina premium custa R$ 2,45.
d) Qual é a distribuicdo condicional dos pregos da gasolina premium sabendo que o preco
praticado da gasolina aditivada é R$ 2,65 por litro?
e) Qual é a distribuicdo condicional dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego
praticado da gasolina aditivada é R$ 2.32 por litro?
f) Quanto um posto deve cobrar por litro para que a sua gasolina aditivada esteja entre as 10%
mais baratas?

Solugao

Sejam X o prego da gasolina aditivada e Y o prego da gasolina premium. Entdo X é N(2.50, 0.152) eYeé
N(2.65, 0.202), e a correlagdo entre os dois precos € 0.8.

a) A probabilidade de um litro de gasolina aditivada custar entre 2.35 e 2.65 é:

Pr(2.35< X <2.65)= Pr(2'35 —2.50 _X-2.50 2.65 —2-50]

015 015 015
=Pr(-1<Z<1)=®(1)-D(~1) =D (1)~ 1+ D (1) = 2d (1)~ 1= 2(0.8413) 1= 0.6827

b) A probabilidade da gasolina aditivada custar entre R$ 2,35 e R$ 2,65 por litro sabendo que neste posto
o litro da gasolina premium custa R$ 2,75 é obtida a partir da densidade condicional:
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( =X (y-ty).0, (1—p2)j=

(2 50+0. 8E(2 75-2.65),(0.15)’ (1—0.82)j =

N(2:56,(0.15)" (0.6)" ) = N(2.56,(0.09)’)

Pr(235<X < 2.65|Y:2.75):Pr(2'35_2'56 X236 265_256) =

0.09 0.09 0.09
=Pr(-2.3333<Z <1) = ®(1) - D (-2.3333) = 0.8413 — (1 - D (+2.3333)) =
=0.8413-0.0098 = 0.8315

c) A probabilidade da gasolina aditivada custar entre R$ 2,35 e R$ 2,65 por litro sabendo que neste posto
o litro da gasolina premium custa R$ 2,45 é obtida a partir da densidade condicional:

N[ﬂx +pZ—X(y—ﬂy),0X2(l—p2)j=

Y

0.15 2 2
=N|250+0.8—=(2.45-2.65),(0.15)°(1-0.8") |=
( 020( )( ) ( )j

= N(2.38,(0.15)* (0.6)" | = N'(2.38,(0.09)°)

0.09 0.09 0.09
=Pr(~0.3333< Z <3) = ®(3)~®(-0.3333) = 0.9987 — (1- ®(+0.3333)) =
=0.9987-0.3694 = 0.6292

Pr(235< X <2.65|Y =2.45)="Pr (235 238 X-238 2.65- 238)

d) A distribuigdo condicional dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego praticado da gasolina
aditivada é R$ 2,65 por litro é:

T—
0.20 )
= (2 65-+0.8=(2.65-2.50),(0.20)’ (1-0.8 )j_

- N(2.81,(0.20)2 (0.6) ): N(2.81,(0.12)*)
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e) A distribuigdo condicional dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego praticado da gasolina
aditivada é R$ 2,32 por litro é:

( y+p— xX—pty), Gyz(l—pz)}
N

0.20 2 2
2.65+0. 8— 2.32-2.50),(0.20)"(1-0.87) | =

- N(2.458, (0.20)*(0.6)° ) = N(2.458,(0.12)°)

f) Quanto um posto deve cobrar por litro para que a sua gasolina aditivada esteja entre as 10% mais
baratas?

Em termos da distribuicdo N(0,1), o percentil 10% € o ponto tal que a probabilidade de estar abaixo dele
€ 10%, e € um numero negativo. Este é o nimero que procuramos, mas a tabela da N(0,1) s6 fornece
valores positivos, logo devemos usar a simetria da N(0,1). Por simetria, procure o ponto tal que a
probabilidade de estar ACIMA dele é 10% (ou seja, ®(z) = 90% e tome o seu inverso. Logo, z=1.2816 e
o percentil 10% & -1.2816.

Em termos da distribuigdo dos pregos da gasolina aditivada:

X -2.50
0.15

=-1.2816 < X =2.3078

Logo, se o litro da gasolina aditivada estiver abaixo de R$ 2.3078, o posto sera um dos 10% mais
baratos.
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Tabela — Fungao de Distribuigao N(0,1)

z (z) z D (2) z D (2)
0,0000 50,00% 0,9800 83,65% 2,0125 97,79%
0,0200 50.80% 0,9900 83,89% 2.0200 97.83%
0,0300 51.20% 1,0000 84,13% 2.0300 97.88%
0,0400 51.60% 1,0100 84.38% 2.0400 97.93%
0,0500 51,99% 1.0167 84.54% 2.0412 97.94%
0,1000 53,98% 1.0250 84.73% 2.0500 97.98%
0,1500 55,96% 1,0500 85,31% 2,1000 98,21%
0,2000 57,93% 1,0553 85,44% 2,2000 98,61%
0,2236 58,85% 1,1000 86,43% 2,2361 98,73%
0,2500 59,87% 1,1180 86,82% 2,3000 98,93%
0,3000 61,79% 1,1475 87,44% 2,3263 99,00%
0,3015 61,85% 1,1500 87,49% 2,3333 99,02%
0,3333 63,06% 1,1553 87,60% 2,4000 99,18%
0,3475 63,59% 1,2000 88,49% 2,5000 99,38%
0,3492 63,65% 1,2060 88,61% 2,5500 99,46%
0,3500 63,68% 1,2200 88,88% 2,5628 99,48%
0,4000 65,54% 1,2500 89,44% 2,6000 99,53%
0.4167 66.16% 1.2700 89.79% 2,6500 99,60%
0,4307 66,67% 1,2816 90,00% 2,6667 99,62%
0,4500 67,36% 1,3000 90,32% 2,6833 99,64%
0,5000 69,15% 1,3333 90,88% 2,7000 99,65%
0,5500 70,88% 1,3750 91.54% 2.7500 99.70%
0,5774 71.81% 1,4000 91,92% 2,8000 99,74%
0,6000 72,57% 1,4468 92,60% 2,9000 99,81%
0,6250 73,40% 1,4500 92,65% 2,9500 99,84%
0,6500 74,22% 1,5000 93,32% 3,0000 99,87%
0,6667 74,75% 1,5500 93,94% 3,1000 99,90%
0,6708 74,88% 1,5811 94,31% 3,1500 99,92%
0,7000 75,80% 1,6000 94,52% 3,2000 99,93%
0,7500 77,34% 1,6450 95,00%

0,8000 78,81% 1,6667 95,22%
0,8333 79.77% 1,7000 95,54%
0,8500 80,23% 1,8000 96,41%
0.8666 80.69% 1.8500 96.78%
0,8944 81,45% 1,9000 97,13%
0,9000 81,59% 1.9500 97.44%
0,9167 82,03% 1,9600 97,50%
0,9500 82,89% 1,9800 97,61%
0,9600 83,15% 1,9900 97.67%
0,9700 83,40% 2,0000 97,72%
0,9750 83,52% 2,0100 97,78%
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