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GABARITO

\ Problema 1 (15 pontos)

Em cada questdo abaixo, indique se a afirmativa é verdadeira ou falsa (marque um X na alternativa

correta). Nao é necessario justificar a sua resposta.

Verdadeiro | Falso

1 A densidade F é assimétrica em torno de zero. XXX

2 Seja X4, Xy, ... , X, uma amostra aleatéria de uma XXX
densidade com média a e varidncia b. Entdo a média

amostral tem também média a mas sua variancia é b/n.

3 Um estimador ndo tendencioso € consistente se sua XXX
variancia tende a zero quando o tamanho da amostra

cresce indefinidamente.

4 Sejam X, e X, variaveis aleatérias com médias 0.2 e 0.3, XXX
variancias 4 e 1 e coeficiente de correlagao 0.6. Entédo a
variavel Y = 0.5X; + 0.5X, tem média 0.25.

5 Na situagéo da questao 4, a varidncia de Y é 5. XXX
6 Na situacdo da questdo 4, o desvio padrédo de Y é 2. XXX
7 Suponha que, num problema de estimagao, vocé precisa XXX

estimar k parémetros “livres” (ndo relacionados entre si).
Entdo, para resolver o problema pelo método dos

momentos vocé tera de resolver k equagoes.

8 O retorno aritmético esta limitado abaixo em —100%. XXX

9 O retorno aritmético entre os dias 1 e 5 é a soma dos XXX

retornos aritméticos diarios no periodo.

10 Um portfolio € uma combinacéo linear de ativos financeiros XXX

na qual a soma dos pesos de todos os ativos é 1.

11 Na distribuigdo Binomial Negativa (r, p), onde r > 1, a “regra XXX

de parada” é encontrar o primeiro sucesso.

12 Uma possivel aplicagédo da distribuicdo Gama é como XXX

modelo de prego de acgdes.

13 Os estimadores por maxima verossimilhangca sao sempre XXX

nao tendenciosos.
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14 Os estimadores por método de momentos sdo sempre XXX
consistentes.
15 O método de momentos sempre fornece estimadores XXX

iguais aos de maxima verossimilhanga.

Problema 2 (35 pontos)

Considere os pregos do litro das gasolinas aditivada e premium nos postos. Uma amostra de postos
revela que os precgos por litro da gasolina aditivada tém distribuigdo Normal com média R$ 2,50 e desvio
padrdo R$ 0,15. Os precos por litro da gasolina premium tém distribuicdo Normal com média 2,65 e
desvio padrao R$ 0,20. A correlagdo entre os pregos das duas gasolinas é 80%. Calcule as seguintes
probabilidades:

a) De alguém pagar entre R$ 2,275 e R$ 2,725 por um litro de gasolina aditivada.

b) De alguém pagar entre R$ 2,275 e R$ 2,725 por um litro de gasolina aditivada sabendo que
neste posto o litro da gasolina premium custa R$ 2,85.

c) De alguém pagar entre R$ $ 2,275 e R$ 2,725 por um litro de gasolina aditivada sabendo que
neste posto o litro da gasolina premium custa R$ 2,55.

d) Qual é a distribuicdo condicional dos pregcos da gasolina premium sabendo que o prego
praticado da gasolina aditivada é R$ 2,725 por litro?

e) Qual é a distribuicdo condicional dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego
praticado da gasolina aditivada é R$ 2.275 por litro?

f) Quanto um posto deve cobrar por litro para que a sua gasolina aditivada esteja entre as 5% mais
baratas?

g) Toma-se uma amostra de 9 postos. Qual a probabilidade do prego médio da gasolina aditivada
na amostra exceder R$ 2.575?

‘ Solugéo

X (o prego da gasolina aditivada) € N(2.50, (0.15)2).
Y (o preco da gasolina premium) & N(2.65, (0.20)?).

a) Pr(2.275 < X < 2.725) =

(2.275—2.5 X-25 2725-25
Pr < <

015 015 013 J=Pr(—l.5<Z<1.5)=(D(1.5)—CD(—1.5)=

=2.0(1.5)-1=2(0.9332)-1 = 0.8664

b) Pr(2.275< X <2.72590<X<210|Y=2.85)="7
A distribuicao condicional é:

N[,ux +p 2y -, ) o (1- p? )j = N(2.50 + 0.8%(2.85 ~2.65),(0.15)(1 - 0.64)) =

Oy

= N(2.62,(0.15)(0.6 ) = N(2.62.(0.09F )
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2275-2.62 X -262 2725-2.62
Pr < <
0.09 0.09 0.09
=0.8783

j = Pr(-3.8333 < Z <1.1667) = ®(1.1667)— d(- 3.8333) =

c)Pr(2.275 <X <272590<X<210]|Y=255)="7
A distribuigcao condicional é:

N(,ux +p 2 (y—p, ) o2 (1- p2)J - N(2.50 + 0.8%(2.55 ~2.65),(0.15)(1 - 0.64)] =
(o2 .

Y
= N(2.44,(0.15}(0.6)) = N(2.44,(0.09F
(2.275 244 X244 2725-2.44
Pr < <
0.09 0.09 0.09
= 0.9659

j = Pr(-1.8333 < Z <3.1667) = ®(3.1667) — d(—1.8333) =

d) A distribuicdo condicional dos dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego praticado da
gasolina aditivada é R$ 2,725 por litro € Normal com média:

s, +p T (v 1) = 2,65+ 0.8 220 (2.725-2.5) = 2.89
o 0.15

X

e variancia (o2 (1 - p* ))= (0.20)*(1 - 0.64) = (0.20)*(0.36) = (0.20)’ (0.60)* = (0.12)’

e) A distribuicdo condicional dos dos pregos da gasolina premium sabendo que o prego praticado da
gasolina aditivada é R$ 2,275 por litro € Normal com média:

s, +p T (- 1) =2.65+0.8 22 (2275 -2.5)= 2.41
o 0.15

e variancia (o2 (1 - p* ))= (0.20)*(1 - 0.64) = (0.20)*(0.36) = (0.20)’ (0.60)* = (0.12)’
f) Para estar entre as 5% mais baratas, o prego da gasolina aditivada deve ser:

XO_—125'50 <—-1.645= X <2.5+0.15(-1.645) = 2.2533

g) Toma-se uma amostra de 9 postos. Qual a probabilidade do preco médio da gasolina aditivada na
amostra exceder R$ 2.575?

. Entao:

(0.15)>
9

O preco médio da gasolina aditivada € uma variavel Normal com média 2.50 e variancia

X-250 X-25 & N(©.1). Logo:
0.15 005 ) o%e

3
- 0.075
Pr(X > 2.575)= Pr(Z > W) =Pr(Z>1.5)=1-®(1.5)=1-0.9332 = 0.0668
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Problema 3 (25 pontos)

Sejam X1 e Xo variaveis aleatorias independentes, onde X4 tem fungdo de probabilidade Binomial (ns, p)

e Xo tem fungdo de probabilidade Binomial(n,, p). Mostre, usando o método que vocé preferir, que Y =

X4 + Xo tem fung&o de probabilidade Binomial(n; + ny, p).

Dica:

Se X é Binomial(n, p) entdo E(X) = n.p, VAR(X) = n.p.q e a fgm é: (pe' + q)".

Solugao

A demonstragao pela fungdo geradora de momentos é ftrivial.
AfgmdeY é:

M,(t)= E(etY): E(et(X”XZ)): E(e'X‘etX2 ) e pela independéncia isso é igual a:

E(etXl )E(etxz ): (Pet + q)n] (pe’ + q)nz = (pe’ + q)nl”2 , que é a fungéo geradora de momentos de uma

variavel Binomial(nq + ny, p).

Problema 4 (25 pontos)

Seja X4, Xz, ..., X, uma amostra aleatéria de uma densidade Uniforme(0,0) onde 6 é desconhecido.
a) Mostre que o MLE (estimador de maxima verossimilhanga) de 6 é:

X(n) = méx(X1, X2, . Xn )

b) Encontre um estimador por método de momentos de 6.
¢c) O MLE de 6 é nao tendencioso?

d) O MLE de 6 é consistente?

e) Coleta-se uma amostra de tamanho 10 da Uniforme(0,0). Os valores observados, em ordem crescente,

sdo:
0.043
0.302
0.416
1.146
1.222
1.789
2.590
2.654
2.697
2.875

Compare o MLE e o estimador por método dos momentos de 6 baseados nesta amostra.

Dica:
A funcéo de distribuicéo de X, é: Pr(X, < x) = Pr(max(X,, Xy, ..
=Pr(X;sx,X; <X, ..., Xp<Xx)

X0 )Sx) =

Solugao

A densidade de cada X; é 1/6 desde que X; esteja no intervalo (0, 6).
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Logo, a verossimilhancga é:

L(@)zein se 0 < todo X, <¢9<:>L(¢9):% se0< X, =mn< X, <..<X, =max<0

Ent&o, para que a verossimilhanga seja n&o nula, € necessario que 8 > Xy, = max(Xq, Xp, ..., X) e
portanto o MLE é: 0 = X(n) pois a verossimilhanga é decrescente como fungao de 6.

b) Um estimador por método de momentos de 6 é encontrado igualando-se a média amostral a média da
distribuicéo, ou seja:

— 09 ~
X = E = 0 =2X é o estimador por método de momentos de 6.

c) A média do MLE é encontrada a partir de sua densidade. Usando a dica:

Pr(X,, <x)=Pr(X, <x,X, <x,..,X, <x)={Pr(X, < x)}" pois os X; s iid.

(m)

Usando agora o fato dos X; serem Uniforme(0, 6) temos:

Pr(Xl < x):

S e 2

ldu:ﬁ se O<x<d
o 0

o (xY
Pr(X,,, <x)=1{Pr(X, <x)|" = (5)
e a densidade de X, (o MLE) é obtida derivando-se esta fungdo de distribui¢éo.
n—1

i O0<x<d

g(x)=

A média de X, € encontrada a partir desta densidade:

6 n—1 n+l

nx ni(é n

E(X(n) ) = J.x—dx = = 0 e portanto o MLE é um estimador tendencioso.
y 0" 0"\n+1) n+l

O 2°. Momento de X, € obtido de maneira analoga.
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4 , nx"! n( 0" n o,
E(X ): J.x dx = = 0
mreT e 0"\ n+2) n+2

A variancia de X, é ent3o:

= = = e

A tendéncia de X, é:

" o o= -1

)_H:n+1 n+l

BIAS(X,,) = E(x,,

d) O erro quadratico médio de X, é:

ng? N 0’
(n+2)n+1)°  (n+1)
O limite do erro quadratico médio quando n tende a infinito € zero, e portanto X,) € um estimador
consistente de 0.

EOM(X,,)=VAR(X,, )+{B14S(x,, )} =

e) Neste caso:

O MLE ¢ Xy = 2.875
E o estimador por método de momentos é 2.X = 2(1 .5734) =3.1468
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Tabela — Fungao de Distribuigao N(0,1)

z O(z) z D (2) z D (2)
0,0000 50,00% 0,9800 83,65% 2,0100 97,78%
0,0200 50.80% 0,9900 83,89% 2,0125 97,79%
0,0300 51.20% 1,0000 84,13% 2.0200 97.83%
0,0400 51.60% 1,0100 84.38% 2.0300 97.88%
0,0500 51,99% 1.0167 84.54% 2.0400 97.93%
0,1000 53,98% 1.0250 84.73% 2.0412 97.94%
0,1500 55,96% 1,0500 85,31% 2.0500 97.98%
0,2000 57,93% 1,0553 85,44% 2,1000 98,21%
0,2236 58,85% 1,1000 86,43% 2,2000 98,61%
0,2500 59,87% 1,1180 86,82% 2,2361 98,73%
0,3000 61,79% 1,1475 87,44% 2,3000 98,93%
0,3015 61,85% 1,1500 87,49% 2,3263 99,00%
0,3333 63,06% 1,1553 87,60% 2,3333 99,02%
0,3475 63,59% 1,1667 87,83% 2,4000 99,18%
0,3492 63,65% 1,2000 88,49% 2,5000 99,38%
0,3500 63,68% 1,2060 88,61% 2,5500 99,46%
0,4000 65,54% 1,2200 88,88% 2,5628 99,48%
0.4167 66.16% 1,2500 89,44% 2,6000 99,53%
0,4307 66,67 % 1.2700 89.79% 2,6500 99,60%
0,4500 67,36% 1,2816 90,00% 2,6667 99,62%
0,5000 69,15% 1,3000 90,32% 2,6833 99,64%
0,5500 70,88% 1,3333 90,88% 2,7000 99,65%
0,5774 71.81% 1,3750 91.54% 2.7500 99.70%
0,6000 72,57% 1,4000 91,92% 2,8000 99,74%
0,6250 73,40% 1,4468 92,60% 2,9000 99,81%
0,6500 74,22% 1,4500 92,65% 2,9500 99,84%
0,6667 74,75% 1,5000 93,32% 3,0000 99,87%
0,6708 74,88% 1,5500 93,94% 3,1000 99,90%
0,7000 75,80% 1,5811 94,31% 3,1500 99,92%
0,7500 77,34% 1,6000 94,52% 3,1667 99,92%
0,8000 78,81% 1,6450 95,00% 3,2000 99,93%
0,8333 79.77% 1,6667 95,22% 3,8333 99,99%
0,8500 80,23% 1,7000 95,54%

0.8666 80.69% 1,8000 96,41%
0,8944 81,45% 1,8333 96,66%
0,9000 81,59% 1.8500 96.78%
0,9167 82,03% 1,9000 97,13%
0,9500 82,89% 1.9500 97.44%
0,9600 83,15% 1,9600 97,50%
0,9650 83,27% 1,9800 97,61%
0,9700 83,40% 1,9900 97.67%
0,9750 83,52% 2,0000 97,72%
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