IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2005.02
Teste 2 —22/11/2005
GABARITO

| PROBLEMA 1 (20 pontos)

Considere uma variavel Binomial comn=32e p = Y.
a) Calcule exatamente:

X Pr(X = x)
15 0.1317
16 0.1399
17 0.1317
Pr(15<X<17) | 0.4034

b) Calcule usando o Teorema de DeMoivre e Laplace com corregao de continuidade.

X Pr(X = x)
15 0.1319
16 0.1403
17 0.1319
Pr(15<Xx<17) | 0.4041

PROBLEMA 2 (25 pontos)

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigdo Bernoulli(p).
a) Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de p.

b) Encontre a informacgao de Fisher.

c) O MLE é consistente? E néo tendencioso?

d) Ache o limite inferior de Cramer e Rao para um estimador de p.

Solugao

a) A verossimilhanga é:

- —X Z n— 3 X, n n—.
Lp)=[]p"(-p)" =p™ (1-p) & =p"(1-p)™*
i=1
A log-verossimilhancga é:

I(p) = log(L(p)) = nX log(p)+ (n — nX log(1 - p)

Derivando a log-verossimilhanga com relagdo a p leva a:
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dl nX n-nX nX n-nX 1-p n-nX 1-X
—=—- =0 —-= = =———=
app 1-p p 1-p P nX X
—>p=X

€ o estimador de maxima verossimilhanca de p.

b) A Informagéao de Fisher sobre p é dada por:

2 X —_ X — Y —_ X —_ p—
I(p)= —E( d fj - _E[i(ﬂ— & ”XD = —E[ ”2X .. ”X; ] = +l2E(nX)+—1 _E(n-nX)
dp o\ p 1-p P’ (1-p) P (1-p)
Mas:
ZXi = nX tem distribuigdo Binomial(n,p) e portanto sua média é n.p e sua variancia é npq.

Logo, a média e variancia de X sdo, respectivamente, p e pg/n.

1 = 1 =\ np n—np n n 1 1 p+q n 1
I(p)=+—FE\nX )+ En—nX)=—+ =— 4 =n(—+—]=n( J:(_J: _
p’ o) (1-p) ln=nX) p (-py p 1-p \p q pa ) \pg) VAR(Y)

c) O MLE é consistente? E n&o tendencioso?

O estimador de maxima verossimilhanga é nao tendencioso para p, como mencionado acima.
O erro quadratico médio deste estimador é apenas a sua variancia, que é p.g/n.
Como a variancia tende a zero quando n tende a infinito, o MLE é consistente.

d) O limite inferior de Cramér e Rao para p é:

CRLB =1 = P9 _yyR(X)
n

1(p)

Problema 3 (10 pontos)

A mesma prova foi aplicada em duas turmas, com os resultados descritos a seguir.

Turma A | Turma B
Média 64 69
Desvio Padrao 15 20
Numero de Alunos 40 32

Encontre um intervalo de confianga 95% para a diferenga das médias pg - pa- Use uma aproximagao
Normal, ja que o niumero de graus de liberdade da distribuicdo t &€ grande.
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Solugao

O resultado fundamental aqui é:

Z }_?_(ﬂl_ﬂz)

= = Ntn+m—
\/ v 1, 1Y DS+ (=183 ’
n+m-2 n m n+m-—2

Aqui podemos supor que a distribuicdo € Normal, pois se trata de uma t com 40 + 32 — 2 = 70 graus de
liberdade.

A variancia amostral combinada é:

~1)S? +(n—1)S? i ’
Sj,:{(m S, +(n )52}39(15) +3120) 505 50 5, = V3025 =17.3925

n+m-2 70

O IC 95% para ug - pa €:

n m n+m-2

_ - _ 2 _ 2
Y—Xi1.96\/(i+ij((’" DS, +(n=D)3; ] 2(69—64)i1.96\/[$+$j302.5 — 5+8.0850 =

= [-3.085,13.085]

| Problema 4 (20 pontos)

Considere uma amostra aleatéria de tamanho 12 da distribuigdo Bernoulli(p).
Suponha que a densidade a priori € uma Beta(4,4).
a) Qual a densidade a posteriori?
b) Suponha que observamos X = p=0.6. Escreva a média a posteriori como uma média
ponderada deste estimador e da média da priori.

c) Repita o item b) supondo agora que a priori € uma Beta(8,8).

| Solugédo

a) A verossimilhanga tem a forma:

“ -Xx Zx; n— 3 X nXx n-nX
Lp)=]]p"(-p) " =p7 (1-py&" =p™(1-p)™
i=1

Aquin =12

A priori tem a forma:
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w{p)=kp*(1-p)"
A densidade a posteriori é:

ﬂ(p|x) —k.p 4-1+12X (1 _ p)HHHZ}? - k_plz)?+4—1 (1 B p)16—12)?71

Logo, a posteriori € uma beta com parametros: 12X +4 e 16-12X

b) A média das posteriori é:

12X +4 12X+4 12 - 8 (4
ﬂp = - = = :_X+— —
12X +4+16-12X 20 20 20\ 8
onde 4/8 é a média da priori.
Como X = p = 0.6, a média da posteriori sera:
12X +4 12X :
g, =——12xre  _BX*E 126, 8 52112 _gs6
12X +4+16-12X 20 20 20 20

c) Agora a priori € uma Beta(8,8), e entdo sua média continua sendo Y. A posteriori é:
ﬂ(p|x) _ k.p8—1+12)? (1 _ p)8—1+12—12X _ k'p12)7+8—1 (1 _ p)zofmm

Logo, a posteriori é uma beta com parametros: 12X +8 ¢ 20—-12X

A média das posteriori é:

T 12X +8+20—-12X 28 28 28

12X +8 12X+8 12— 16( 8
Ho B TR 16

Ao observarmos: X = p =0.6, amédia da posteriori torna-se:

12X +8 152 o - - .
u, = 2% = 2 =0.5429 Ou seja, € mais proxima da média da priori que no caso anterior,

indicando que a priori Beta(8,8) é mais “informativa” que a priori Beta(4,4).
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Problema 5 (25 pontos)

Seja X;, Xz, ...., X, uma amostra aleatdria da densidade N(0,0).

1
a) Mostre que o estimador de maxima verossimilhnangade 0 é T = —Z Xl-2

b) Mostre que T é n3o tendencioso para 6 e tem variancia 26%/n. Dica: Calcule E(X;").

Solugao

a) A verossimilhanga é:

o1 -X; a2 “1& L,

= H exp =(2726)""" exp —ZX ;
i=1 27[6 20 20 i=1

A log-verossimilhanca é:

-n -1
()= 710g(2m9)+%2 X?

i
i=1

A primeira derivada da log-verossimilhanga é:

dllg) -n1
d—(a)_ 279" 2022)(2 V0=, ZXZ

b) Note que:

2 ZXI‘Z n n
JzZn@z

X X
ZL N, & S SN U VERSN )
(0.,1) 9 ~ 1= 7 Xn [f

Vo Zij:ne ¢ VAR(ZX;

i=1
Logo:

n iXiz
E(é)z E[lZXizj =0 ¢ VAR(@): VAR| = = 2n8° = 20" 0 que prova que o MLE é nado
n“ n

2
n n

tendencioso e consistente.
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Tabela — Fungao de Distribuigao N(0,1)

z (z) z D (2) z D (2)
0.0000 50.00% 0.9800 83.65% 2.0100 97.78%
0.0200 50.80% 0.9900 83.89% 2.0125 97.79%
0.0300 51.20% 1.0000 84.13% 2.0200 97.83%
0.0400 51.60% 1.0100 84.38% 2.0300 97.88%
0.0500 51.99% 1.0167 84.54% 2.0400 97.93%
0.1000 53.98% 1.0250 84.73% 2.0412 97.94%
0.1500 55.96% 1.0500 85.31% 2.0500 97.98%
0.1768 57.02% 1.0553 85.44% 2.1000 98.21%
0.2000 57.93% 1.0800 85.99% 2.1500 98.42%
0.2236 58.85% 1.1000 86.43% 2.2000 98.61%
0.2500 59.87% 1.1180 86.82% 2.2361 98.73%
0.3000 61.79% 1.1475 87.44% 2.3000 98.93%
0.3015 61.85% 1.1500 87.49% 2.3263 99.00%
0.3333 63.06% 1.1553 87.60% 2.3333 99.02%
0.3475 63.59% 1.2000 88.49% 2.4000 99.18%
0.3492 63.65% 1.2060 88.61% 2.5000 99.38%
0.3500 63.68% 1.2200 88.88% 2.5500 99.46%
0.4000 65.54% 1.2500 89.44% 2.5628 99.48%
0.4167 66.16% 1.2700 89.79% 2.6000 99.53%
0.4307 66.67% 1.2816 90.00% 2.6500 99.60%
0.4500 67.36% 1.3000 90.32% 2.6667 99.62%
0.5000 69.15% 1.3333 90.88% 2.6750 99.63%
0.5303 70.21% 1.3500 91.15% 2.6833 99.64%
0.5500 70.88% 1.3750 91.54% 2.7000 99.65%
0.5774 71.81% 1.4000 91.92% 2.7500 99.70%
0.6000 72.57% 1.4468 92.60% 2.8000 99.74%
0.6250 73.40% 1.4500 92.65% 2.9000 99.81%
0.6500 74.22% 1.5000 93.32% 2.9500 99.84%
0.6667 74.75% 1.5500 93.94% 3.0000 99.87%
0.6708 74.88% 1.5811 94.31% 3.1000 99.90%
0.7000 75.80% 1.6000 94.52% 3.1500 99.92%
0.7500 77.34% 1.6450 95.00% 3.2000 99.93%
0.8000 78.81% 1.6667 95.22%

0.8333 79.77% 1.7000 95.54%
0.8500 80.23% 1.8000 96.41%
0.8666 80.69% 1.8500 96.78%
0.8944 81.45% 1.9000 97.13%
0.9000 81.59% 1.9500 97.44%
0.9167 82.03% 1.9600 97.50%
0.9500 82.89% 1.9800 97.61%
0.9700 83.40% 2.0000 97.72%
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