IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2006.01
Teste 2 — 20/06/2005
GABARITO

| PROBLEMA 1 (16 pontos)

Considere uma variavel Binomial comn =36 e p = %.
a) Calcule exatamente:

X Pr(X=x)
17 0.1251
18 0.1321
19 0.1251
Pr(17 < X<19) | 0.3823

b) Calcule usando o Teorema de DeMoivre e Laplace com correcdo de continuidade.

X Pr(X=x)
17 0.1253
18 0.1324
19 0.1253
Pr(17 < X<19) | 0.3830

Seja X a variavel Binomial. Entéo, pelo teorema de DeMoivre e Laplace:

X -18 X-18 | .
= € aproximadamente N(0,1).

36(1/2)(1/2) 3

Os valores individuais s6 podem ser calculados através da correcao de continuidade como abaixo:

PI(X =17) =Pr(16.5< X <17.5) = Pr(16'5_18 X ;18 < 17'53‘18j -

= d)(?j—d)(?] =@ (-0.1667)-®(-0.5)=

=[1-®(+0.1667) ] -[1-®(+0.5) | =
= ®(+0.5)— ®(+0.1667) = 0.6914 - 0.5662 = 0.1253
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Pr(X =18) =Pr(17.5< X <18.5)= Pr( - .

= @(%)—@[%} =®(0.1667)—-P(-0.1667) =
= ®(0.1667)—|1- @ (+0.1667) | = 2.(0.1667) ~1=

= 2(0.5662) —1=0.1324

Pr(X =19) = Pr(18.5 <X <19.5) =Pr
3 3 3

ZCD(%]—@(%J=CD(O.5)—CD(0.1667):

=0.6915-0.5662 = 0.1253

175-18 X -18 18.5—18)
< < =

18.5-18 X -18 19.5—18)
< < =

A soma destes trés valores fornece o valor aproximado de Pr(17 < X <19), que é: 0.3830

PROBLEMA 2 (16 pontos)

Seja X uma variavel aleatéria Qui-quadrado com 72 graus de liberdade. Use o teorema central do limite

para aproximar:

a) Pr(X<90)
b) Pr(X>60)

Solucéo

X pode ser encarado como uma soma de 72 variaveis independentes, cada uma com densidade Qui-
quadrado com 1 grau de liberdade, e portanto podemos usar o teorema central do limite.

A média de X é 72 e sua variancia é 144. Logo:

X172 = X-72 € aproximadamente N(0,1)
V144 12 e
a)Pr(X <90)= Pr( X 1_272 < 901_272] =®d(1.5)=0.9332

X-72 60-72
>

b) Pr(X >60)=P
)r(>)r(12 12

j —1- 0 (~1) = B(+1) = 0.8413
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| PROBLEMA 3 (20 pontos)

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo Uniforme(-9, + 0).

a) Suponha que vocé observa as seguintes amostras independentes (que ja foram ordenadas para

facilitar o seu trabalho):

Amostral | Amostra 2 | Amostra 3
-1,60 -1,94 -1,12
-0,47 -1,82 -0,86
0,39 -1,45 -0,63
1,54 -0,37 0,45
1,60 1,02 1,34
1,83 1,45 1,78

Intuitivamente, qual o valor do estimador de mé&xima verossimilhanga de 6 na amostra 1? E na amostra

2? E na amostra 3?

b) Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

Solucéo

a) Intuitivamente as observacdes mais extremas sdo aquelas que estéo trazendo maior informacao
sobre o parametro desconhecido 6. No caso da amostra 1, o MLE é, portanto, 1.83. Na amostra 2, o
minimo é mais extremo que 0 maximo, e o MLE é 1.94. Na amostra 3 o MLE é 1.78.

b) A densidade de cada X; é:

f(x0)=

—(-0) 20

1 1

A verossimilhanca é:

L(6)=

1
(20)"

se-0<x<0

se -0< Xy <X

(n)

<6

Logo, a verossimilhanga € maxima se 6 € pequeno. Mas, para que a verossimilhanca seja ndo nula, 6 tem

gue, simultaneamente, satisfazer as duas equacdes a seguir:

02Xy =max(X;, X,,.., X)) e —0< X, =min(X,, X,,.., X,)

Ou seja:

0>X, e 02-X

Isto e":

@

0> max(X ), ~X )
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O menor valor que satisfaz estas duas equacoes é:

6= maX(X(n),—X(l)), que é o MLE de 6.

Problema 4 (30 pontos)

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo Bernoulli(p).
a) Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de p.
b) O MLE é n&o tendencioso para p? E consistente para p?
¢) Ache ainformacéo de Fisher.
d) Encontre o limite inferior de Cramér e Rao.
e) O estimador de maxima verossimilhanga encontrado € um estimador eficiente de p?

JUSTIFIQUE AS SUAS RESPOSTAS, ESPECIALMENTE NOS ITENS b) E e).

Solucéo

a) A funcao de probabilidade de cada X; é:
f(x,p=p*(l-p) " ondex=0,1

A verossimilhanga é:

Zn:xi n— ; X
L(p)=p™ (1-p)"&"

A log-verossimilhanca é:

n

2 Xi}log(l— p)

I(p)zgxi{log(p)}{n—

Derivando a log-verossimilhanca com relacéo a p e igualando a zero:

al Zn:Xi n—zn:Xi ixi n—Zn:Xi
=1 =1 _ i=1

— =1 — i -0 =L —
op p 1-p p 1-p
an_pzxizzxi_pzxianzzxi
i=1 i=1 i=1 i=1

= f)zi X, =X

N
€ o0 MLE de p.
b) Note que:
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2. %; = Bin(np)= E(Z xijz np eVAR(Z xij: npq
i=1 i=1 i=1
Tambem:
E(X)=p eVAR(X)=22
n
Logo, o MLE € néo tendencioso para p. Também € consistente para p, pois o limite de sua variancia €

zero quando n tende a infinito.

¢) A informacéo de Fisher é:

|(p):_E[§;|j

Mas:
62| {ZX n—ZXi}__in_n—ZXi
o ol b 1-p | 0 (1-p)f
:>|(p)=_E(a_j Zz( n_z>§i _
op’ P (1-p)
_Mp, n-np n n(q_ _Mp+ng_n 1 1

n n n
P’ (1-p P & P g pg  pqg pa/n VAR(X)
d) O limite inferior de Cramer e Rao para p é:

CRLB:L:p—LVAR(X)

I(p) n

e) Pelo item anterior, vemos que a variancia do MLE é igual ao limite inferior de Cramer e Rao. Além
disso, ele é um estimador ndo tendencioso. Logo, € um estimador eficiente de p.

Problema 5 (18 pontos)

Seja X1, Xz, .... , X, uma amostra aleatoria da densidade N(1,6).

Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

Solucao

A densidade de cada X; é:
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f(x,0)= \/2;_0 exp{;—;(x—l)z}

A verossimilhanga é:

L(8)=(2.7.0) “exp 'ﬂT

A log-verossimilhanga é:

1(6) = —glog(Zﬁﬂ)—z—lezn:(Xi 1) =

D DX

i=1

TR ER ) DA = I

20 20 2607 207 20

€ 0 estimador de méxima verossimilhanca de 6.
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Tabela — Funcao de Distribuicdo N(0,1)

z D(2) z D (2) z D (2)
0.0000 50.00% 0.9800 83.65% 2.0125 97.79%
0.0200 50.80% 0.9900 83.89% 2.0200 97.83%
0.0300 51.20% 1.0000 84.13% 2.0300 97.88%
0.0400 51.60% 1.0100 84.38% 2.0400 97.93%
0.0500 51.99% 1.0167 84.54% 2.0412 97.94%
0.1000 53.98% 1.0250 84.73% 2.0500 97.98%
0.1500 55.96% 1.0500 85.31% 2.1000 98.21%
0.1667 56.62% 1.0553 85.44% 2.1500 98.42%
0.2000 57.93% 1.0800 85.99% 2.2000 98.61%
0.2236 58.85% 1.1000 86.43% 2.2361 98.73%
0.2500 59.87% 1.1180 86.82% 2.3000 98.93%
0.3000 61.79% 1.1475 87.44% 2.3263 99.00%
0.3015 61.85% 1.1500 87.49% 2.3333 99.02%
0.3333 63.06% 1.1553 87.60% 2.4000 99.18%
0.3475 63.59% 1.2000 88.49% 2.5000 99.38%
0.3492 63.65% 1.2060 88.61% 2.5500 99.46%
0.3500 63.68% 1.2200 88.88% 2.5628 99.48%
0.4000 65.54% 1.2500 89.44% 2.6000 99.53%
0.4167 66.16% 1.2700 89.79% 2.6500 99.60%
0.4307 66.67% 1.2816 90.00% 2.6667 99.62%
0.4500 67.36% 1.3000 90.32% 2.6833 99.64%
0.5000 69.15% 1.3333 90.88% 2.7000 99.65%
0.5500 70.88% 1.3750 91.54% 2.7500 99.70%
0.5774 71.81% 1.4000 91.92% 2.8000 99.74%
0.6000 72.57% 1.4468 92.60% 2.9000 99.81%
0.6250 73.40% 1.4500 92.65% 2.9500 99.84%
0.6500 74.22% 1.5000 93.32% 3.0000 99.87%
0.6667 74.75% 1.5500 93.94% 3.1000 99.90%
0.6708 74.88% 1.5811 94.31% 3.1500 99.92%
0.7000 75.80% 1.6000 94.52% 3.2000 99.93%
0.7500 77.34% 1.6450 95.00%

0.8000 78.81% 1.6667 95.22%
0.8333 79.77% 1.7000 95.54%
0.8500 80.23% 1.8000 96.41%
0.8666 80.69% 1.8500 96.78%
0.8944 81.45% 1.9000 97.13%
0.9000 81.59% 1.9500 97.44%
0.9167 82.03% 1.9600 97.50%
0.9500 82.89% 1.9800 97.61%
0.9600 83.15% 1.9900 97.67%
0.9700 83.40% 2.0000 97.72%
0.9750 83.52% 2.0100 97.78%
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