IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2006.02
Teste 2 — 30/11/2006
GABARITO

| PROBLEMA 1 (20 pontos)

Seja X1, Xs, ..., X, uma amostra aleatéria de uma densidade Uniforme(6, 2) onde 6 é desconhecido.
a) Encontre o MLE (estimador de méxima verossimilhanca) de 6.

b) Encontre um estimador por método de momentos de 6.

¢) O MLE de 6 é ndo tendencioso?

Solucao

A densidade de cada X; é:
F)=—T— se g<x<2
2-0

A verossimilhanca é:

L(0) :1;[ 2i9 = (2_10)n se 0 < Xy =MiN(X;, X0y X,) S oo < Xy = MAX (X, Xy 000y X))

A medida que 0 se aproxima de 2, a verossimilhanca cresce, mas existe um valor maximo para 0, que é
dado por x(;), 0 minimo da amostra. Logo, o0 maximo da verossimilhanga ocorre quando 6 = xy).

b) Um estimador de 6 por método de momentos iguala a média amostral a média da distribuicdo, que é

(6+2)/2. Logo:

0+2 ~ =
X = > < 0 =2X —2 ¢ o estimador por método de momentos.

¢) A funcéo de distribuicdo do MLE é:

F()=Pr(Xy <x)=1-Pr(Xy >x)=1-Pr(X,>x,..., X, > X) =

2—X
=1- Pr X, > x —d
S BN
A densidade do MLE € apenas a derivada desta fun¢éo de distribuicéo, ou seja:
g(x)= L (ﬂ)nl (-1)= n(ﬂjnl parax €[6,2]
dx 2-6 2-6 ’

A média do MLE é:

(1) J'nx( j dx
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Faca a transformacéo de variaveis: u=2-x > x=2-u, du = - dx

E(X(l)):Tn(Z—u)(Ldeu :L“T(Z—u)(u)”ldu =

) 2-6 (2-0)" 4
L 0" u™|2-6_  n 2(2-9)" _(2—6’)n+1 ~
_(z_g)”-l n n+1/[[0 _(2_9)”-1 n n+1 |

Claramente o estimador de maxima verossimilhanca é tendencioso para 6.

PROBLEMA 2 (15 pontos)

Seja X uma variavel aleatéria Qui-quadrado com 72 graus de liberdade. Use o teorema central do limite
para aproximar:

a) Pr(X<90)

b) Pr(X>60)

Solucao

X pode ser encarado como uma soma de 72 variaveis independentes, cada uma com densidade Qui-
quadrado com 1 grau de liberdade, e portanto podemos usar o teorema central do limite.

A média de X é 72 e sua variancia é 144. Logo:

X-72 X-72

Jaa 12

€ aproximadamente N(0,1).

X =72 <90—72
12 12

a)Pr(X <90)=Pr( J:®(1.5):O.9332

X-72 60-72
>

b) Pr(X >60)=P
)r(>)r(12 12

j _1-(-1)=B(+1) = 0.8413

Problema 3 (25 pontos)

Toma-se duas amostras de engenheiros formados ha 5 anos por duas Universidades e faz-se uma

pesquisa salarial, cujos resultados estdo a seguir.
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Universidade 1 | Universidade 2
Tamanho da amostra 20 12
Salario médio na amostra (por ano) R$ 50000 R$ 60000
Desvio padrdo dos salarios na amostra R$ 8000 R$ 12000

a) Encontre um intervalo de confianca 95% para mul — mu2 onde mul é o salario médio real (e
desconhecido) dos engenheiros formados na universidade 1 e mu2 € a mesma coisa para 0s
engenheiros formados na universidade 2.

b) Com 95% de probabilidade existe a chance de mul e mu2 serem iguais? Por que?

o,

c) Encontre um intervalo de confianca 95% para a razéo das variancias —-. As variancias das

0,
duas amostras podem ser iguais com este grau de confianga? (NESTE PROBLEMA SUPONHA
QUE OS TAMANHOS DE AMOSTRAS SAO 21 E 13 POIS A TABELA F ESTA INCOMPLETA).

\ Solugéo

a) Seja: R £+l (M-S} +(n-1)S?
n m n+m-2
O IC 100(1-a)% para mul — mu2 (supondo que as variancias das duas amostras sao iguais) é:
((Y-\?) —bR; (X -Y) +bR)
Onde b é obtido da distribuicdo com m + n -2 graus de liberdade tal que Pr(T <b) =1 — o/2.

Neste caso, a distribuicdo apropriada é uma t com 30 graus de liberdade e b é tal que Pr(T < b) = 97.5%,
e entdo, da tabela: b = 2.042.

=3527.6684

1 1\[29)(8000)° +(11)(12000)°
- (E+%j 30

b.R =7203.50

((Y—\? )=bR; (X -Y) +bR) = (10000 - 7203.50,~10000 + 7205.50) = (~17203.50,~2796.50)

b) NAO, POIS O INTERVALO DE CONFIANCA NAO INCLUI ZERO.

c) Sabemos que:
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2 2
(m-1)S; - ZZ ) e (n-1S, - ZZ . sdo independentes, e assim a razao destas variaveis
2 m-— 2 n—.
(o] (o
1 2

(divididas por seus graus de liberdade) tem distribuicdo F(m-1, n-1).

Q2 2
DS -y S,
=g Oy _o _ S o
T (n_1]2 T Q2 g2’ 2
(n ];)Sz I(n-1) 8'722 S; o

O, O,

Logo, deve-se achar a e b da densidade F(m-1, n-1) tais que Pr(a < F <b) = 100(1-a) e Pr(F<a)=a/2 =
Pr( F > b).

Neste caso (e por que a tabela fornecida estd incompleta) vamos suporm=21en=13,eentdiom -1 =
20en-1=12.

A variavel F tem densidade F(20, 12). O ponto b é tal que Pr(F > b) = 2.5% , ou seja, Pr(F < b) = 97.5%, e

entdo, b = 3.07 (diretamente da tabela).

O ponto a é encontrado indiretamente. Sabe-se que a variavel W = 1/F tem também densidade F, mas
com os graus de liberdade invertidos. Entdo: Pr( F <a ) = Pr (1/F > 1/a) = Pr( W > 1/a) = 2.5% . Logo,
Pr(W < 1/a) = 97.5% onde W tem distribuicdo F(12, 20). Assim, diretamente da tabela, 1/a = 2.68 e entao

a=1/(2.68) = 0.3731.

2 2
@LO)ZO-—ZZ<3.07 - 0.95
(12000)° o

Pr| 0.3731<

E entdo o IC é:

2 2
(0.3731(%j ,3.07 (%) ]= (0.8395,6.9075) Note que o intervalo inclui 1, e portanto as variancias

das duas amostras podem ser iguais.

Problema 4 (10 pontos) |

Vocé ganhou uma caixa com 30 bombons. O peso médio dos bombons da caixa foi 22g, e o desvio
padrdo dos pesos observados foi 0.5g. Suponha que o peso dos bombons segue uma distribuicao
Normal.

Encontre um intervalo de confianga 90% para a variancia do peso dos bombons.
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\ Solugéo

O IC tem a forma:

((n—l)s2 (n-1)s?

, ] onde a e b séo obtidos da distribuicdo Qui-quadrado com n-1 graus de

b a

liberdade tais que: Pr(a < X < b) = 100(1-a) e Pr(X < a) = a/2 = Pr( X > b) onde X é a variavel Qui-
quadrado.

Neste caso, o IC é 90%, e a densidade e Qui-quadrado com 29 graus de liberdade. Da tabela temos:
b=42557ea= 17.708.

OICé:

29(0.5)° 29(0.5)°
42557 ' 17.708

= (0.1704,0.4094)

Problema 5 (30 pontos)

Seja X1, Xs, .... , X, uma amostra aleatéria da densidade N(0,0) onde 6 é a varidncia da distribuicdo.

1
a) Mostre que o estimador de maxima verossimilhancade 6 é T = —Z Xiz
n

b) Mostre que T é ndo tendencioso para 0 e tem variancia 26%n. Dica: Calcule E(X;"), o que é facil se
vocé pensar primeiro em qual é a distribuicdo dos quadrados dos X; “s e depois pensar na variancia desta
distribuicao.

c) Mostre que a informagcao de Fisher é n/26% e portanto o estimador do item b) acima é eficiente.

Solucéo

a) A verossimilhanca é:

LO)=T] \/21% exp{_ );‘2 } = (270)™" exp{;—;i X iz}

i=1 i=1

A log-verossimilhanca é:

-n 13
I(H):7Iog(2m9)+2—ez X

i=1

Monica Barros - 01/12/2006



A primeira derivada da log-verossimilhanca é:

d@) -n1 1 &, ~ 1S,
e S N X2=020==)X;
do 2 9+2922 b nzll !

i=1

b) Note que:

X X 2 zxiz n n
ZL-NO) e~y 2 ~;(§:>E( xf]:m eVAR( Xin:ZnHZ
Jo o 0 Z Z

Logo:

E(é): E(%Zn: Xizl =0 e VAR(@):VAR = 0 que prova que o MLE é néo
i=1

tendencioso e consistente.

¢) A segunda derivada da log-verossimilhanca é:
d’l __n(-1), 2 X (-2

do* 2\ ¢ 2 &

A informacao de Fisher é:

d?l n 1 n nd n 1 .
I (Q)Z_E(WJZ_Z_GZjLEE(Z Xiz):_2_6ﬂ+?: 7 :VAR(é) e portanto o estimador

de maxima verossimilhanca é eficiente.
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Tabela — Funcao de Distribui¢cao N(0,1)

z D(2) z D (2) z D (2)
0.0000 50.00% 0.9800 83.65% 2.0125 97.79%
0.0200 50.80% 0.9900 83.89% 2.0200 97.83%
0.0300 51.20% 1.0000 84.13% 2.0300 97.88%
0.0400 51.60% 1.0100 84.38% 2.0400 97.93%
0.0500 51.99% 1.0167 84.54% 2.0412 97.94%
0.1000 53.98% 1.0250 84.73% 2.0500 97.98%
0.1500 55.96% 1.0500 85.31% 2.1000 98.21%
0.2000 57.93% 1.0553 85.44% 2.2000 98.61%
0.2236 58.85% 1.1000 86.43% 2.2361 98.73%
0.2500 59.87% 1.1180 86.82% 2.3000 98.93%
0.3000 61.79% 1.1475 87.44% 2.3263 99.00%
0.3015 61.85% 1.1500 87.49% 2.3333 99.02%
0.3333 63.06% 1.1553 87.60% 2.4000 99.18%
0.3475 63.59% 1.2000 88.49% 2.5000 99.38%
0.3492 63.65% 1.2060 88.61% 2.5500 99.46%
0.3500 63.68% 1.2200 88.88% 2.5628 99.48%
0.4000 65.54% 1.2500 89.44% 2.6000 99.53%
0.4167 66.16% 1.2700 89.79% 2.6500 99.60%
0.4307 66.67% 1.2816 90.00% 2.6667 99.62%
0.4500 67.36% 1.3000 90.32% 2.6833 99.64%
0.5000 69.15% 1.3333 90.88% 2.7000 99.65%
0.5500 70.88% 1.3750 91.54% 2.7500 99.70%
0.5774 71.81% 1.4000 91.92% 2.8000 99.74%
0.6000 72.57% 1.4468 92.60% 2.9000 99.81%
0.6250 73.40% 1.4500 92.65% 2.9500 99.84%
0.6500 74.22% 1.5000 93.32% 3.0000 99.87%
0.6667 74.75% 1.5500 93.94% 3.1000 99.90%
0.6708 74.88% 1.5811 94.31% 3.1500 99.92%
0.7000 75.80% 1.6000 94.52% 3.2000 99.93%
0.7500 77.34% 1.6450 95.00%

0.8000 78.81% 1.6667 95.22%
0.8333 79.77% 1.7000 95.54%
0.8500 80.23% 1.8000 96.41%
0.8666 80.69% 1.8500 96.78%
0.8944 81.45% 1.9000 97.13%
0.9000 81.59% 1.9500 97.44%
0.9167 82.03% 1.9600 97.50%
0.9500 82.89% 1.9800 97.61%
0.9600 83.15% 1.9900 97.67%
0.9700 83.40% 2.0000 97.72%
0.9750 83.52% 2.0100 97.78%
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Pontos Percentuais
Variavel t com p graus de liberdade

Exemplo
Se T tem densidade t com 12 graus de liberdade, Pr( T <= 1.782) = 95%

Graus de
liberdade 60% 75% 80% 90% 95% 97.5% 99% 99.5%

0.325 1.000 1.376 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
0.289 0.816 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
0.277 0.765 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
0.271 0.741 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
0.267 0.727 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
0.265 0.718 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
0.263 0.711 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
0.262 0.706 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355

9] 0.261 0.703 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10] 0.260 0.700 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11] 0.260 0.697 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12] 0.259 0.695 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13] 0.259 0.694 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
141 0.258 0.692 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15] 0.258 0.691 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16] 0.258 0.690 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17] 0.257 0.689 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18] 0.257 0.688 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19] 0.257 0.688 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
200 0.257 0.687 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21] 0.257 0.686 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22| 0.256 0.686 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23] 0.256 0.685 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
241 0.256 0.685 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25] 0.256 0.684 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26] 0.256 0.684 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27| 0.256 0.684 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28] 0.256 0.683 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29| 0.256 0.683 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30| 0.256 0.683 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
31] 0.256 0.682 0.853 1.309 1.696 2.040 2.453 2.744
32| 0.255 0.682 0.853 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738
33| 0.255 0.682 0.853 1.308 1.692 2.035 2.445 2.733
34| 0.255 0.682 0.852 1.307 1.691 2.032 2.441 2.728
35| 0.255 0.682 0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724
40] 0.255 0.681 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
45 0.255 0.680 0.850 1.301 1.679 2.014 2412 2.690
50] 0.255 0.679 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
60] 0.254 0.679 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660

O~NO OIS WN PR
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Tabela da Funcéo de Distribuicdo da densidade Qui-quadrado
Cada célula desta tabela contém Pr(X <= x) com as probabilidades especificadas em cada coluna.

Exemplo
Se X tem densidade Qui-quadrado com 12 graus de liberdade, Pr( X <= 8.438 )= 0.25

probabilidade —»] 0.5% 1.0% 2.5% 5.0% | 10.0% | 25.0% | 50.0% | 75.0% | 90.0% | 95.0% | 97.5% | 99.0% | 99.5%
[—graus ae
liberdade l
1 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 0.102 0.455 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 0.575 1.386 2.773 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 1.213 2.366 4.108 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 1.923 3.357 5.385 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 2.675 4.351 6.626 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 3.455 5.348 7.841 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 4.255 6.346 9.037 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 5.071 7.344 10.219 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.899 8.343 11.389 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 6.737 9.342 12.549 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 7.584 10.341 13.701 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 8.438 11.340 14.845 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 9.299 12.340 15.984 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 10.165 13.339 17.117 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 11.037 14.339 18.245 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 11.912 15.338 19.369 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 12.792 16.338 20.489 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 13.675 17.338 21.605 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 14.562 18.338 22.718 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.501 10.851 12.443 15.452 19.337 23.828 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 16.344 20.337 24.935 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 17.240 21.337 26.039 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 18.137 22.337 27.141 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 19.037 23.337 28.241 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 19.939 24.337 29.339 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 20.843 25.336 30.435 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 21.749 26.336 31.528 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 22.657 27.336 32.620 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 23.567 28.336 33.711 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 24.478 29.336 34.800 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672
31 14.458 15.655 17.539 19.281 21.434 25.390 30.336 35.887 41.422 44.985 48.232 52.191 55.003
32 15.134 16.362 18.291 20.072 22.271 26.304 31.336 36.973 42.585 46.194 49.480 53.486 56.328
33 15.815 17.074 19.047 20.867 23.110 27.219 32.336 38.058 43.745 47.400 50.725 54.776 57.648
34 16.501 17.789 19.806 21.664 23.952 28.136 33.336 39.141 44.903 48.602 51.966 56.061 58.964
35 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 29.054 34.336 40.223 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275
36 17.887 19.233 21.336 23.269 25.643 29.973 35.336 41.304 47.212 50.998 54.437 58.619 61.581
37 18.586 19.960 22.106 24.075 26.492 30.893 36.336 42.383 48.363 52.192 55.668 59.893 62.883
38 19.289 20.691 22.878 24.884 27.343 31.815 37.335 43.462 49.513 53.384 56.896 61.162 64.181
39 19.996 21.426 23.654 25.695 28.196 32.737 38.335 44,539 50.660 54.572 58.120 62.428 65.476
40 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 33.660 39.335 45.616 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766
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10
Distribuicdo F com v1 graus de liberdade no numerador e v2 graus no denominador
Tabela com percentis 97.5% da distribuicdo F

Exemplo
Se X tem distribui¢do F com 4 graus no numerador e 3 graus no denominador, Pr( X <= 9.12) = 97.5%

vl — 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20 24 25 30
v2 Jl

1 647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28 968.63 973.03 976.71 979.84 982.53 984.87 993.10 997.25 998.08] 1001.41

2 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.41 39.41 39.42 39.43 39.43 39.45 39.46 39.46 39.46

3 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.37 14.34 14.30 14.28 14.25 14.17 14.12 14.12 14.08

4 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.79 8.75 8.71 8.68 8.66 8.56 8.51 8.50 8.46

5 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.57 6.52 6.49 6.46 6.43 6.33 6.28 6.27 6.23

6 8.81 7.26 6.60) 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.41 5.37 5.33 5.30 5.27 5.17 5.12 5.11 5.07

7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.71 4.67 4.63 4.60 4.57 4.47 4.41 4.40 4.36

8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.24 4.20 4.16 4.13 4.10 4.00 3.95 3.94 3.89

9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.91 3.87 3.83 3.80 3.77 3.67 3.61 3.60 3.56
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72 3.66 3.62 3.58 3.55 3.52 3.42 3.37 3.35 3.31
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.47 3.43 3.39 3.36 3.33 3.23 3.17 3.16 3.12
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.32 3.28 3.24 3.21 3.18 3.07 3.02 3.01 2.96
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25 3.20 3.15 3.12 3.08 3.05 2.95 2.89 2.88 2.84
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 3.09 3.05 3.01 2.98 2.95 2.84 2.79 2.78 2.73
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06 3.01 2.96 2.92 2.89 2.86 2.76 2.70 2.69 2.64
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.93 2.89 2.85 2.82 2.79 2.68 2.63 2.61 2.57
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92 2.87 2.82 2.79 2.75 2.72 2.62 2.56 2.55 2.50
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87 2.81 2.77 2.73 2.70 2.67 2.56 2.50 2.49 2.44
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82 2.76 2.72 2.68 2.65 2.62 2.51 2.45 2.44 2.39
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.72 2.68 2.64 2.60 2.57 2.46 2.41 2.40 2.35
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73 2.68 2.64 2.60 2.56 2.53 2.42 2.37 2.36 2.31
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.65 2.60 2.56 2.53 2.50 2.39 2.33 2.32 2.27
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 2.67 2.62 2.57 2.53 2.50 2.47 2.36 2.30 2.29 2.24
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.59 2.54 2.50 2.47 2.44 2.33 2.27 2.26 2.21
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 2.61 2.56 2.51 2.48 2.44 2.41 2.30 2.24 2.23 2.18
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59 2.54 2.49 2.45 2.42 2.39 2.28 2.22 2.21 2.16
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63 2.57 2.51 2.47 2.43 2.39 2.36 2.25 2.19 2.18 2.13
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55 2.49 2.45 2.41 2.37 2.34] 2.23 2.17 2.16 2.11
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 2.53 2.48 2.43 2.39 2.36 2.32 2.21 2.15 2.14 2.09
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 251 2.46 2.41 2.37 2.34 2.31 2.20 2.14 2.12 2.07
35 5.48 4.11 3.52 3.18 2.96 2.80 2.68 2.58 2.50 2.44 2.39 2.34 2.30 2.27 2.23 2.12 2.06 2.05 2.00
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39 2.33 2.29 2.25 2.21 2.18 2.07 2.01 1.99 1.94
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