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IND 1115 – Inferência Estatística – Semestre 2007.02 
Teste 1 – 20/09/2007 
Nome: ______________________________________________ 
 
NOTA: ESCREVA AS RESPOSTAS COMO FRAÇÕES OU COM 4 CASAS DECIMAIS 
NOTA 2: O FORMULÁRIO ESTÁ NO FINAL DA PROVA 
 
Problema 1 (25 pontos) 
Seja X uma variável aleatória com função de probabilidade Geométrica com probabilidade p,  isto é: 

( ) .... 1,2,  x onde    =−== − ppxX x 1)1(Pr  

Encontre a função geradora de momentos de X e, a partir dela, a média e a variância de X. 
 
Solução 
 
A função geradora de momentos de X é: 
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A primeira derivada da função geradora de momentos é: 
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A segunda derivada da fgm é: 
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O segundo momento é esta derivada avaliada em zero: 
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A variância de X é então: 
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Problema 2 (25 pontos) 

Sejam X1 e X2 variáveis aleatórias independentes, onde X1 tem função de probabilidade Poisson com 

média λ1 e X2  tem função de probabilidade Poisson com média λ2. Mostre, usando o método que 

você preferir, que Y = X1 + X2 tem função de probabilidade Poisson com média  λ1 + λ2. 
 
Solução 
 
A fgm de uma v.a. Poisson com média λ é M(t) = exp{ λ (et – 1) } 
 
A fgm de Y = X1 + X2 é então: 
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Y eeEeEtM ==  e pela independência de X1 e X2 temos: 
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PROBLEMA 3 (25  pontos) 
 
Suponha que X  é uma variável aleatória contínua com densidade f(x) = c/(1+x)3  onde 0 < x < 100. 
a) Ache a constante c que faz de f(x) uma densidade. 
b) Encontre a função de distribuição de X. 
c) Qual a probabilidade de X ser maior que 50? 
d) Encontre um ponto m no intervalo (0,100) tal que Pr(X >  m) = Pr( X ≤ m) = 50%. Este ponto é a 
mediana da distribuição. 
 
Solução 
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b) F(x) = 0 se x < 0, F(x) = 1 se x >100 
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c) Pr(X > 50) = 1 – Pr(X ≤ 50) = 1 – F(50) =  
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d) Pr(0 < X < m) = F(m) = 50% 
 
E aproveitando o item b): 
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PROBLEMA 4 (25  pontos) 
 
Você quer montar um portfolio com dois ativos. Calcule o retorno médio e o risco (desvio padrão do 
retorno do portfolio) EM FUNÇÃO DE α (a proporção do ativo A no portfolio) sob as seguintes 
condições: 
Ativo A: retorno médio = 1%, d.p. retorno = 2% 
Ativo B: retorno  médio = 2%, d.p. retorno = 5% 

a) A correlação entre os dois ativos é nula;   (5 pontos) 
b) A correlação entre os dois ativos é -0.2.    (5 pontos) 
c) Ache α que produz o portfolio de mínimo risco na situação a) e na situação b) e calcule quais 

são os riscos, medidos pelos desvios padrões. 
d) Nas situações a) e b), como os desvios padrões do portfolio de mínimo risco se comparam ao 

de um portfolio com pesos iguais para os dois ativos? Qual redução no risco foi alcançada? 
 

Solução 
 
O retorno médio do portfolio é, em qualquer condição: 
 
E(P) = α.E(A) + (1-α).E(B) = 0.01(α) + 0.02(1-α) 
 
A variância do retorno do portfolio é (em termos de α e ρ, o coeficiente de correlação): 
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O risco do portfolio é o seu desvio padrão, isto é: 
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a) Neste caso, ρ = 0 e o risco do portfolio é: 
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b) Neste caso, ρ = -0.2 e o risco do portfolio é: 
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c) Para minimizar o risco do portfolio, precisamos encontrar α que minimiza a variância (o que é 

equivalente a minimuzar o desvio padrão do portfolio). 
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No caso a) ρ = 0, o valor de α que minimiza a variância do portfolio é então: 

29/2558/50505850508 ==⇒=⇒=+ αααα  
 
No caso b), ρ = -0.2, o valor de α que minimiza a variância do portfolio é então: 

33/2366/464666450858205040508 ==⇒=⇒−=+⇒−=−+ ααααρρααα  
 
Na tabela abaixo os riscos de diversos portfolios, de acordo com diversos valores de α. 
 
 ρ = 0 ρ = -0.2
α = 0 5% 5% 
α = 1/2 2.69% 2.50% 
α = 1  2% 2% 
Portfolio de mínimo risco 1.86% 1.84% 
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IND 1115 - Inferência Estatística 

Profa. Mônica Barros 

FORMULÁRIO P1 

 
Nome Densidade ou Função de Probabilidade Média Variância fgm 
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Resultados Matemáticos 
Série Geométrica 
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Função de Distribuição (F(x)) 

1) F(x) = Pr(X ≤ x) 

2) 0 ≤  F (x) ≤ 1 

3) F(x) é uma função não decrescente 

4) Lim F(x) = 1 se x →+∝  

5) Lim F(x) = 0 se x → -∝ 

6) Se X é uma v.a. contínua, F(x) é contínua. Se X é discreta, F(x) é descontínua 
 

Relação entre densidade e função de distribuição 

 

Definição: k-ésimo momento 

 

 
Definição: Média ou Valor Esperado de X 

 

  
 
 

Definição: k-ésimo momento central 

Em particular, se k = 1: E(X – m) = 0, ou seja, o primeiro momento central é sempre nulo. 

Definição: Variância 

 
 
 
Fórmula alternativa para o cálculo 
 da variância 
 

Definição: Desvio padrão 
 

Definição: Valor esperado de uma função de uma variável aleatória 
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Propriedade – linearidade do valor esperado: E{a.u(X) + b.v(X)} = a E {u(X)} + b E {v(X)} 
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Propriedades – Média e Variância de constantes e funções lineares 
Sejam a e b constantes, e X uma variável aleatória qualquer. Então:  
1-) E(a.X + b) = a.E(X) + b 
2-) E(a) = a 
3-) VAR(a.X+ b) = a2.VAR(X) 
4-) VAR(a) = 0 
 
Poisson como aproximação da Binomial 
Se X é Binomial(n, p), onde n é grande e p é pequeno (n > 20 e n.p < 5), pode-se aproximar as probabilidades Binomiais por probabilidades Poisson 
usando uma Poisson com a mesma média, isto é, usando λ = n.p. 
 
Função Geradora de Momentos (fgm) 
 
 
 
 
 
 
Relação entre Momentos e fgm 
 
 
 
 
Fórmula da Convolução 
Seja Y= X1+X2 onde X1 e X2 são variáveis independentes com densidade conjunta f(x1, x2) = f1(x1).f2(x2). A densidade (ou função de probabilidade de Y) 
é dada por: 

 No caso contínuo 
 
 
 

 No caso discreto 
 

 
 

 
Combinações Lineares de variáveis INDEPENDENTES 
Sejam X1, X2, ..., Xn independentes com médias μ1, μ 2, ..., μ n e variâncias σ1

2, σ 2
2, ..., σ n

2.  
Seja: 
 

 
 
 
Então, a média de Y é: 
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E a fgm de Y é: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Combinações Lineares de variáveis DEPENDENTES 
Suponha que as médias e variâncias dos Xi´s são como no caso anterior, mas agora eles são DEPENDENTES, de tal forma que: COV(Xi, Xj) = COV(Xj, 
Xi) = ρij.σi.σj  onde ρij é o coeficiente de correlação entre Xi e Xj. 
Seja Y definido como acima.  
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Então E(Y) é o mesmo que no caso de variáveis dependentes, MAS: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Portfolio 
Combinação linear de ativos onde soma dos pesos = 1. Nos nossos exemplos estamos supondo que todos os pesos são positivos. 
A média e a variância do portfolio podem ser obtidas diretamente das expressões acima para combinações lineares de variáveis dependentes. NOTAR 
que, acima no termo da covariância aparecem ai.aj e aj.ai. 
 
Função Gama 
 
 
 
 
Propriedades da Função Gama 
1) Γ(n) = (n-1).Γ(n-1)    para n > 1 
2)  Γ(n) = (n-1)!  se n é inteiro > 1 
3)  Γ(1) = 0! = 1  
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