IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2007.02
Teste 1 — 20/09/2007
Nome:

NOTA: ESCREVA AS RESPOSTAS COMO FRACOES OU COM 4 CASAS DECIMAIS
NOTA 2: O FORMULARIO ESTA NO FINAL DA PROVA

Problema 1 (25 pontos)

Seja X uma variavel aleatoria com fungdo de probabilidade Geométrica com probabilidade p, isto é:
Pr(X =x)=(1-p)**p ondex=1,2,....
Encontre a funcdo geradora de momentos de X e, a partir dela, a média e a variancia de X.

Solucéo

A funcéo geradora de momentos de X é:
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A primeira derivada da funcéo geradora de momentos é:
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A segunda derivada da fgm é:
dz_M_i{ pe' }_ pet(l—qet)2 —2(1—qetX— qet)pet
dt* dt |1-ge'f] (1-ge')
O segundo momento é esta derivada avaliada em zero:
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A variancia de X é entao:

VAR() = EO®) — fEooy = a1 4
p



Problema 2 (25 pontos)

Sejam X1 e X variaveis aleatorias independentes, onde Xq tem fungéo de probabilidade Poisson com
média A1 e Xo tem funcgéo de probabilidade Poisson com media Ao. Mostre, usando o método que

vocé preferir, que Y = X1 + Xo tem funcéo de probabilidade Poisson com média A1 + Ao.

Solucéo

A fgm de uma v.a. Poisson com média A é M(t) = exp{ » (' — 1) }

Afgmde Y = X1 + X, € entdo:
ty Xy o X
M, (t) = E(e )= E(e e ) e pela independéncia de X; e X, temos:

M, (t)= E(e™:e™ )= E(e™ )E(e™* )= exp{4, (e' —1)Lexp{4, (6" — 1)} = exp{(4, + 4,)(e" —1)}

E entdo pode-se concluir que Y € Poisson com média Aq + Ao

PROBLEMA 3 (25 pontos) ‘

Suponha que X é uma variavel aleatéria continua com densidade f(x) = ¢/(1+x)® onde 0 < x < 100.
a) Ache a constante ¢ que faz de f(x) uma densidade.

b) Encontre a fun¢do de distribuicdo de X.

¢) Qual a probabilidade de X ser maior que 50?

d) Encontre um ponto m no intervalo (0,100) tal que Pr(X > m) = Pr( X < m) = 50%. Este ponto é a
medliana da distribuicao.

‘ Solugéao ‘

a)
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b) F(x) =0sex <0, F(x) = 1 se x >100
j- 10201 —-10201
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X -
_-10201) 1 -1 _10201), 1 —+onde 0 < x <100
0 10200 |(1+x) 10200 [ (1+x)

c) Pr(X > 50) = 1 — Pr(X < 50) = 1 — F(50) =
_, 0201 1 RN 10201), 1 RN 10201{2600}  0.0003
10200 | (1+50) 10200 | (51) 10200 | 2601

d) Pr(0 < X <m) = F(m) = 50%

E aproveitando o item b):
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PROBLEMA 4 (25 pontos)

Vocé quer montar um portfolio com dois ativos. Calcule o retorno médio e o risco (desvio padrao do
retorno do portfolio) EM FUNCAO DE o (a proporgdo do ativo A no portfolio) sob as seguintes
condicdes:
Ativo A: retorno médio = 1%, d.p. retorno = 2%
Ativo B: retorno médio = 2%, d.p. retorno = 5%
a) A correlacdo entre os dois ativos € nula; (5 pontos)
b) A correlagdo entre os dois ativos € -0.2. (5 pontos)
¢) Ache a que produz o portfolio de minimo risco na situagdo a) e na situagdo b) e calcule quais
sao os riscos, medidos pelos desvios padrdes.
d) Nas situagdes a) e b), como os desvios padrdes do portfolio de minimo risco se comparam ao
de um portfolio com pesos iguais para os dois ativos? Qual redu¢do no risco foi alcangada?

Solucao

O retorno médio do portfolio é, em qualquer condigao:

E(P) = a.E(A) + (1-0).E(B) = 0.01(cx) + 0.02(1-c)

A variancia do retorno do portfolio é (em termos de a e p, 0 coeficiente de correlacéo):

VAR(P) = @’ VAR(A) + (1 - a)’VAR(B) + 2.a.(1- & )p\VAR(A) ,VAR(B) =

4 , 25 2 2 5 )
= 10)° o+ 10)° (l—a) + 2p.a(1—a{mj(mj =
1
o)’

O risco do portfolio € o seu desvio padrao, isto é:

l4a? + 250 - a ) +20p.all-a))

dp(P) = \/L {4a2 +25(1—a) +20p.a(l- a)}

(10)°

a) Neste caso, p = 0 e o risco do portfolio é:



dp(P) = \/(1(1))4 la? + 250 - a )}

b) Neste caso, p =-0.2 e o risco do portfolio é:

dp(P) = \/(1(1))4 la? + 250-a ) —4.0(l-a)|

¢) Para minimizar o risco do portfolio, precisamos encontrar o. que minimiza a variancia (o que é
equivalente a minimuzar o desvio padrédo do portfolio).

dvAR(P) 1 d g, , 2
= —a® +25(1- 20p.a(l-a)[=0
- a0y da{a +25(1-a )’ +20p.af a)}
= 80 +25(- 2+ 2a)+ 20p(1 - 2c) = 0

= 8a +50a —40pa =50-20p

No caso a) p = 0, o valor de o que minimiza a variancia do portfolio é entéo:
8a + 50 =50 = 58 =50 = o =50/58 = 25/ 29

No caso b), p = -0.2, o valor de o que minimiza a variancia do portfolio é entdo:
8a +50a —40pa =50—-20p = 58 +8a =50-4 = 66 =46 = a = 46/66 = 23/33

Na tabela abaixo os riscos de diversos portfolios, de acordo com diversos valores de a.

p=0 |p=-0.2

a=0 5% 5%
oa=1/2 2.69% | 2.50%
a=1 2% 2%

Portfolio de minimo risco | 1.86% | 1.84%




Formulario 5

IND 1115 - Inferéncia Estatistica
Profa. Ménica Barros

FORMULARIO P1

Nome Densidade ou Funcéo de Probabilidade Média Variancia fgm
Uniforme 1 a+b PR N&o é util
f(x)=—— sea<x<b 2= (b-a)
b-a 2 12
Exponencial f(x)=A. — A > 1/n /22
(x) = A.exp(~A.x) ondel>0 e x>0 ( p) jset</1
A-t
Gama a o1 o
f(x)=< T(a) ﬂ ﬂ
0sex <0
Qui-Quadrado N « n 2n 1 n/2
f)e— ' _x2'g2 (—j set <1/2
on/2 F(n) 1-2t
. . . 2
Binomial F00=Pr(X =x) :(nj o (L ) = ' nl o (L p)" n.p n.p.q (pet n q)n
X x!(n—x)!
parax=0,1,2,...,n
Hipergeométrica [rj[N _ rj n(Lj n(;j(l_l;j( : _: Néo é util
x\n—x B
f(x)=Pr(X =x) =~~~/ N
N
Geomeétrica | ¢ (n)=Pr(X =n)=(1- p)n*l p onde n=1,23, ... /p a/p® M () = pe'
T 1-ge'
Poisson P e—/l by A
Pr(X=x)= f(x)=— | ondex = 0,1, 2, .... E(etx) :ei-(et—l)
X!
Binomial r/p r.q/p?
Negativa

x—-1 roy X-r
f(x)=Pr( X = X):£r—1j'p .q

onde x =r,r+1r+2 ...

M«):[lfgej

Resultados Matematicos

Série Geométrica

> 1
Y a‘=1+a+a’+a’+...=—— desdequelal<1
k=0 l-a
Teorema Binomial
n - n K n—k ~ , . ~ = .
(a+hb)" = Z c a‘b"™ onde a e b sdo nimeros reais e k, n sao inteiros > 0
k=0

Série de Taylor da

Exponencial

v

x> x X
=1+ X4+—+—+...+
21 3 k!

Monica Barros




Formulario 6

Funcao de Distribuigdo (F(x))
1) F(XX) =Pr(X<x)
2) 0<FX<1
3) F(x) é uma funcdo ndo decrescente
4)  Lim F(x) = 1 se X >+«
5) LimFX) =0sex— -«

6) Se X é uma v.a. continua, F(x) é continua. Se X é discreta, F(x) é descontinua

Relacédo entre densidade e fungéo de distribuicédo

Definicéo: k-ésimo momento Definicdo: Média ou Valor Esperado de X

.[xk f(x)dx se X év.a.continua Ix. f(x)dx se X év.a.continua

E(X“): e pu=E(X)={%
> xf(x)= D x“.Pr(X =x) se X é v.a. discreta > xf(x)= D xPr(X =x) se X év.a.discreta
todo x todo x todo x todo x

Defini¢do: k-ésimo momento central

0

(x—u).f(x)dx se X é v.a.continua
E((X ) )= L g

> (x=p)f(x)= D (x— ) .Pr(X =x) se X év.a.discreta

todo x todo x

Em particular, se k = 1: E(X — m) = O, ou sefa, o primeiro momento central é sempre nulo.

Defini¢cdo: Variancia

? ~VAR(X) = E((X - )’ ) - T(X‘/‘)z-f(x)dx se X continua
_ _ o > (x=u).f(x)= X (x=u)".Pr(X =x) seX discreta

todo x todo x

Formula alternativa para o cdlculo
da variancia Definigdo: Desvio padrédo Definig&o: Valor esperado de uma funcdo de uma variavel aleatéria

o? =VAR(X) = E(X?) - 1?

o= \/? = ,/VAR(X ) Tu(x).f (x)dx se X é v.a. continua

E(u(X))=1"
‘;Xu(x), f(x)= ‘;XU(X).Pr(X =x) se X é v.a. discreta

Propriedade — linearidade do valor esperado: E{a.u(X) + b.v(X)} = a E {u(X)} + b E {v(X)}

Monica Barros




Formulario 7

Propriedades — Média e Variancia de constantes e fungdes lineares
Sejam a e b constantes, e X uma variavel aleatéria qualquer. Entéo:
1-)E(@X+b)=aEX)+b

2-)E(@) = a

3-) VAR(a.X+ b) = a®.VAR(X)

4-) VAR(a) =0

Poisson como aproximagéo da Binomial
Se X é Binomial(n, p), onde n é grande e p é pequeno (n > 20 e n.p < 5), pode-se aproximar as probabilidades Binomiais por probabilidades Poisson
usando uma Poisson com a mesma média, isto é, usando A = n.p.

Funcédo Geradora de Momentos (fgm)

je“ f(x)dx se X év.a.continua
M (t) = E(e% )=1-
> e f(x)= Y e".Pr(X =x) se X é v.a.discreta

todo x todo x
Relacdo entre Momentos e fgm
d*M (1)
M0 =E(X"
0= prra (X%)

Férmula da Convolugéo
Seja Y= X;+X;onde X; e X, sdo variaveis independentes com densidade conjunta f(x;, x2) = fi(x1).f2(Xz2). A densidade (ou fun¢édo de probabilidade de Y)
é dada por:

Q No caso continuo

9 =] L00)-H(y=x)dx = f.(y=x).F,(6,)dx,

O  No caso discreto

g(y) = Z fl(xl)'fz(y_xl) = Z fl(y_xz)-fz(xz)

todo x, todo x,

Combinagdes Lineares de variaveis INDEPENDENTES
Sejam Xy, Xs, ..., X, independentes com médias i, pi2, ..., a € vVariancias 1%, 652 ..., 62
Seja:

Y :a0+zn:aixi

i=1

Entdo, a média de Y é: E a varianciade Y é:

E(Y)= E[a0 +Zn:ai.xi] =a, +Zn:ai.E(Xi) = | VAR(Y) = Zn:af.\/AR(Xi) =iai2.0'i2
i=1 i=1 i=1 i=1

:a()ﬁtzn:ai.,ui onde z, = E(X,) onde VAR(X;)=o7

i=1

EafgmdeY é:

MY (t)= E(e ) E(e t(ag+ay Xy +.. +an><n))

— E( taoetalxl tan><n )

— etaO E( talx1 . tanxn)

e como consequéncia daindependéncia

oléo £ (etalx1 )E (etazx2 ) E (etan X, ) _
ta

e®M, (ta, M, (ta,)..M, (ta,)
Combinagdes Lineares de variaveis DEPENDENTES
Suponha que as médias e variancias dos X;”s sdo como no caso anterior, mas agora eles sdo DEPENDENTES, de tal forma que: COV(X;, X;) = COV(X;,

X)) = pj.ci.o; onde p; é o coeficiente de correlagdo entre X; e X;.
Seja Y definido como acima.

Y :aOJan:aiXi

i=1

Monica Barros




Formulario 8

Entdo E(Y) € o mesmo gue no caso de variaveis dependentes, MAS:

n n n
_ 2
VAR(Y)=Y"a’VAR(X;)+> > aa,CoV (X, X;)
i=1 i=1 j=1
n n n
=Y a’o’+) ) aa,p00; ondeno20.termoi = j
i=1 i=1 j=1
onde p; € o coeficiente de correlagdo entre X; e X,
Portfolio
Combinagao linear de ativos onde soma dos pesos = 1. Nos nossos exemplos estamos supondo que todos 0s pesos sao positivos.

A média e a variancia do portfolio podem ser obtidas diretamente das expressdes acima para combinacdes lineares de variaveis dependentes. NOTAR
que, acima no termo da covariancia aparecem a;.a; e a;.a.

Funcédo Gama

M(a)=[t*".edt

Propriedages da Fungéo Gama
1) r'(n) = (n-1).'(n-1) paran>1
2) T'(n) = (n-1)! sen éinteiro > 1
3y r)=o0'=1

or(l)-

Monica Barros




