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Conteudo — Revisao de
Probabilidade

O Variaveis Aleatoérias - Definigoes

O Variaveis Discretas e Continuas

0 Funcao de Probabilidade

0 Variavel Aleatéria Geométrica

0 Funcao Densidade de Probabilidade

O Distribuicao Uniforme

0 Funcgao de Distribui¢cao (ou Fungao de
Distribuicao Acumulada)

0 Relagao entre densidade e funcao de
distribuicao

0 Densidade Exponencial
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Variaveis Aleatorias

RiB

0 Muitas vezes o espago amostral ndo é um conjunto de
valores numéricos. Por exemplo, se jogamos uma
moeda 3 vezes, o espago amostral é S = {HHH, HHT,
HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT }, onde cada resultado
tem a mesma probabilidade, e T indica “coroa”, H
indica “cara”.

O Seja S o espaco amostral e X uma fungao que "pega"
elementos deste espacgo (resultados da experiéncia) e
os leva num subconjunto dos nimeros reais. Esta
funcao X é chamada de variavel aleatoria.

O Atencao: usaremos aqui X (maiuscula) para denotar a
variavel aleatoéria e x (minuscula) para indicar um
valor especifico da variavel, isto ¢, um numero.
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Variaveis Aleatorias

espaco amostral espaco da variavel aleatoéria

Seja X uma variavel aleatéria definida num espaco
amostral S e seja N o espago de X. Seja A um
subconjunto de ¥ e S um subconjunto de S (espago
amostral).
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Variaveis Aleatorias

0 Ja definimos a probabilidade de um evento S ¢ S (espaco
amostral), e agora gostariamos de estender esta definicao e
falar da probabilidade de um evento A c N.

0 O nosso objetivo agora é definir probabilidades a partir
de valores possiveis da variavel aleatdéria, sem referéncia
explicita aos pontos do espago amostral que deram origem
aqueles valores da variavel aleatoéria.

0 Como definir Pr (X € A)?

0 A maneira mais natural de fazer isso é associar a
probabilidade do evento X € A a probabilidade do evento S
no espago amostral S.
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Variavel Aleatoria Discreta

0 Nota: freqlientemente iremos abreviar “variavel
aleatéria” por v.a.

0 Variavel aleatéria discreta — pode assumir apenas
valores num conjunto finito ou contavel, por
exemplo, nimero inteiros ou inteiros positivos.

0 Exemplos
0 Numero de expectadores em uma sessao de cinema,
0 Resultado do langamento de um dado,

a Numero de ligagdes recebidas por uma central de
telemarketing num intervalo de tempo especificado,

O numero de assaltos numa esquina.
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Funcao de Probabilidade

0 E uma fungio que associa a cada possivel valor
de uma variavel aleatéria discreta a sua
probabilidade de ocorréncia.

0 A funcao de probabilidade deve satisfazer:

Pr(X =x)=f(x)>0 paratodox

D Pr(X=x)=> f(x)=1

todox todox

0 Também, a probabilidade de qualquer
subconjunto A de valores da v.a. é apenas o

somatoério de f(x) para os valores da v.a. contidos
emA.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Seja X uma variavel aleatéria discreta com espago
N={X:x=0,1,2,3,4}.

O Seja ¢
] f(x)=Pr(X =x):[i}[2j :ﬁ(%} x=0,1,23,4

0 Note que f(x) é uma fungao de probabilidade,
pois:
i)f(x) >0 paratodox € ¥, istoé,x=0,1,2,3,4
Também:
S (1) &3 1 31 1.1 11
Ex!@_x)!(a) :;,Ex!(ﬂ.—x)! =5h+§+@+§+ﬂ

i) g‘f(x):X )
1

3[1 1 3[
=—l—=+=+=|==
2112 3 4] 2
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

a Seja A ={0,1}. Entéo:
a Pr(X e A) = f(0) +f (1) = Pr(X=0) + Pr(X=1)=

_i(1j4+£(1)4_i
Co4i\2) aa\2) 16
0 Veremos depois que este € um caso

particular da funcdo de probabilidade
Binomial, com parametrosn =4 e p = 1/2.
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Variavel Aleatoria Discreta-
Exemplo

0 Uma fabrica produz fusiveis. A probabilidade de
um fusivel produzido ser defeituoso é 10%. Testa-
se fusiveis encerrando o teste assim que o
primeiro fusivel defeituoso é encontrado.

0O Seja X o numero de testes realizados até
encontrar o primeiro fusivel defeituoso.

0 Ache a fungao de probabilidade de X.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Solugao

O espaco amostral é constituido por seqiiéncias
como:

0 Onde B indica que o fusivel esta perfeito, e D
indica que o fusivel tem defeito.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Logo, os valores possiveis de X sao: 1, 2, ....,, n,
..... (ndo ha um valor maximo).

0 Mas, X = n se, e somente se, os (n-1) primeiros
fusiveis testados estao OK e o n-ésimo tem
defeito. Isto é, X = n corresponde a seqiéncia:
BBBBB......... BD, que tem n-1 fusiveis OK e 1 com
defeito.

0 Se o estado de um fusivel nao afetar a condigao
do préximo podemos supor que:

f(n) = Pr(X=n) =(0.9)™1.(0.1) paran=1, 2, .....
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Note que f(n) > 0 para todo n e também:
S () =3 (0.9)"%.(0.0) =013 (0.9)"* =013 (0.9)" =
n=1 n=1 n=1 k=0

1
=0.1{1+0.9+(0.9)" +...| = 0'1{1—0.9} -

0 Logo, f(n) = Pr(X = n) assim definida € uma
funcao de probabilidade valida.

0 Veremos mais tarde que a variavel X que surge
neste exemplo é chamada de v.a. Geométrica.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

a Nota:

0 Neste exemplo empregamos a série geométrica
para demonstrar que o somatoério das
probabilidades para todos os valores de X era um.

O A série geométrica é:

Ya‘=1+a+a’+a’+.. ~ 1 desde que fa| <1
o 1-a

a Alternamtivamente, se comegarmos a série em k=1:
Ya‘=a+a’+al+...=) a -1=
k=1 k=0

1 -2 desde quela<1
l-a 1-a
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Variavel Aleatoria Geomeétrica

FANH
ey

0 O exemplo anterior é tipico da experiéncia
que cria uma variavel Geométrica.

0 Suponha agora, para generalizar, que p
(entre 0 e 1) é a probabilidade de um item
defeituoso.

O A experiéncia é repetida um numero
indefinido de vezes (X), até que o 10.
Sucesso (1a. Pega defeituosa) seja
observada.

0 Entao a funcao de probabilidade de X é:
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Variavel Aleatoria Geomeétrica

0O A funcéo de probabilidade de X é f(n) =
Pr(X = n) dada por:

f(n)=Pr(X=n)=(1-p)" p onde n=1,2,3, ...

0 X mede o numero de tentativas
(repeticoes) necessarias até obter o 10.
“sucesso”.
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Variavel Aleatoéria Continua

0 Se uma variavel puder assumir qualquer valor
num intervalo real, é uma variavel aleatéria
continua.

0 Exemplos

Tempo de atendimento em um caixa de banco,

Peso real de um pacote de 1 Kg de agucar,

Custo de construcdo de uma fabrica,

Custo de langamento de uma campanha publicitaria,

Altura dos homens brasileiros com idades entre 18 e 30
anos,

Retorno diario de uma agao,
o Proporcgao de eleitores a favor da reeleicao do prefeito.

0O0DO0OO

O
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Variavel Aleatéria Continua

Ijl R(H!

o Como ja foi dito, variaveis aleatérias continuas
sao aquelas que podem assumir quaisquer

valores dentro de um intervalo.

0O Para variaveis aleatorias discretas, nos podiamos
atribuir uma probabilidade a um determinado
valor da variavel.

O Para variaveis aleatérias continuas a situagao é
bem diferente. Como uma variavel continua pode
assumir qualquer valor em um intervalo, na
realidade ela pode assumir infinitos valores.
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Variavel Aleatoria Continua

0 Portanto, ndo podemos falar da probabilidade de
ocorréncia de um valor em particular. Ao invés
disso, devemos pensar na probabilidade de
ocorréncia associada a um intervalo.

0 Na discussao anterior sobre distribuigoes discretas
de probabilidades introduzimos o conceito de
funcao de probabilidade (f(x)).

O No caso continuo, utilizaremos a fun¢ao densidade
de probabilidade, também representada por f(x).
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Variavel Aleatoria Continua

0 Nesse caso, a fungao densidade de probabilidade
fornece um valor para cada possivel valor (infinitos)
da variavel X.

0 No entanto, os valores de f(x) nao representam as
probabilidades associadas a x.

a|Ao invés disso, a area (isto é, a integral!) sob a
funcao de densidade de probabilidade em um
determinado intervalo fornece a probabilidade de
ocorréncia de um valor dentro desse intervalo.
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Funcao Densidade de S
Probabilidade

0 E uma fungio que satisfaz:
f(x)>0 paratodo x

Tf(x)dx:l

b
Pla<X <b)=P(a< X <b)={ f(x)dx
0 Da definicao de densidade, segue que, para uma
v.a. continua, a probabilidade de um unico ponto é
zero, isto é: P(X = a) = 0 para qualquer numero a.
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Distribuigoes continuas de ¥
probabilidade - exemplo

0 Exemplo

0 Seja X uma variavel aleatéria continua com
espaco X ={x: 0 < x < 1}. Seja f(x) = cx? para
todo x € ¥, onde ¢ é uma constante a
determinar. Qual o valor de c?

0 Solugao

1 3 1

jcxzdx:ﬁ “f1ec-3

) 30 3
Logo c = 3 é a constante necessaria para fazer de
f(x) uma densidade em ¥, isto é, para fazer com que a
densidade integre a um no intervalo (0,1).
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Distribuicao Uniforme

RID

0 A probabilidade de ocorréncia em dois intervalos
quaisquer de mesmo tamanho é a mesma —a
funcao de densidade de probabilidade é uma reta
paralela ao eixo horizontal.

0 Se considerarmos os limites de ocorréncia de x
como sendo a e b (a < b) devemos ter
necessariamente f(x) = 1/(b — a) para que a
integral da densidade seja 1.
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Distribuicao Uniforme

0 Exemplo

0 Um véo da ponte aérea RJ-SP leva entre 40 e 50
minutos, com igual probabilidade de ocorréncia
dentro desse intervalo

a A distribuicdo é Uniforme no intervalo (40, 50)
a f(x) = 1/(50 — 40) para x no intervalo (40,50) e zero fora
desse intervalo

£(x)

D,1

0 40 50 X
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Distribuicao Uniforme Distribuicao Uniforme

0 Qual a probabilidade de um véo durar mais de 48 0 Exemplo (para casa)
minutos? C e . .
%4 ) oo ret9rno de uma aplicagao financeira dg risco
Pr(X > 48)= J' dx=-— num intervalo de uma semana é uma variavel
19040 10 com distribuicao Uniforme no intervalo —2% a

0 Qual a probabilidade de um v6o durar entre 43 e 1.8%. Calcule:

45 minutos?

B g 5 A probabilidade do retorno do investimento

Pr(43< X <45)= Iﬂdx T nesta semana ser positivo.
43 - TH _ )
0 Uma caracteristica importante da densidade Uniforme é: A Embab"'dade do retorno estar entre —1% e
dois subintervalos de comprimento | que estao totalmente +1%.
dentro” de (a, b) tém a mesma probabilidade. Isso nao A probabilidade do retorno exceder 0.5%.

ocorre em geral, no caso de outras densidades.

monica@mbarros.com 25 monica@mbarros.com 26

Distribuicao Uniforme Distribuicao Uniforme

~ - RID ~ - RID
0 Geragao de v.a. Uniformes no Excel 0 Geragao de v.a. Uniformes no Excel
- File Edit Wiew Insert Format Tools Data Window Help
0 (E necessaria a instalagao prévia do Nomerode DB HS[(SRY |4 R@ o~ -[@ = £ 2 5|
. e . arial -0 -|B £ U 2%, W%
“ 2 ” | | | , |
suplemento “Analise de Dados”) variaveis S e
Na— geradas(uma)N\a | & [ ¢ [ o | E | F [ 6 1 Intervalo de

N — inica

| File Edit Wiew Insert Format Tools Dats Window Help neSte caso) Z I}andom Humber Cencleegly iIil/ deflnlgaos r.leSte
DEHAGRY | & BRT|o-|@&> ~ 25 @ En Mumbsr of Yarisbles: [ caso, densidade
|Aria\ ST | B I U |§ === ‘ 5 o% o, 4.9 | E urnber of Random Humbers: LCBII Unlf(0,2)

A1A I - - |=| . ‘ . | _ ‘ _ | , | g_ Distribution: nife Help I
Iy Parameter

L 21 o — I

% e 10 Between o and [z Célula inicial de

1 gnovT:tTwo-Factor without Replication ;I N . d % armazenamento dOS
5 arrelation Cancel | umero ae 13| L —_

E ES;:;SS:: Statistics Valores gera s dado's neSte caso
7 Exponential Smoothing Help i et Samth os numeros gerados
8 e R (1000 neste gaso)  oumt spin irdo preencher a

- Fas R - .

g R i T e coluna A, a partir da
11 {Random Number Generation 19 7

i B  Niew Workbook célula A1
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Funcgao de Distribuicao

O Para cada valor x, da variavel aleatéria, a Funcéo de
Distribuicao (ou Fungao de Distribuicao Acumulada, ou
Funcao de Distribuigao Cumulativa) é a probabilidade
de estar naquele valor, ou abaixo dele, isto é:

a F(x,) =Pr(X<x,) para todo x,

Note que, como F(x,) € uma probabilidade,
ela esta limitada ao intervalo (0,1).

0 Um ponto importante aqui é: a definigdo de Fungéao de
Distribuicao é a mesma para variaveis continuas ou
discretas.
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Funcao de Distribuicao

0 Algumas fungoes de distribuicao sao
tabeladas, por exemplo, a da distribuicao
Normal (0,1).

0 O Excel normalmente fornece a opgao de
calcular a fungao de probabilidade (ou a
densidade) ou a fungao de distribuicao
acumulada, através de um argumento légico
nas suas diversas fungoes estatisticas — por
exemplo, vide o “help” da fungao dist.binom.
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Funcao de Distribuicao

0 Propriedades da Funcao de Distribuicao
i) 0< F(x)<1pois0<Pr(X<x)<1
ii) F(x) € uma funcado nao decrescente
i lim F(x) _1
X — +00
v lim F(x) 0

iv)
X — —00
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Funcao de Distribuicao

0 Propriedades da Funcao de Distribuicao

v) Se X é uma variavel aleatoria continua,
sua funcao de distribuicido é continua.

Se X é discreta, F(x) é uma fungao continua a
direita, isto é ,a funcao de distribuicao
apresenta "pulos” (descontinuidades) que sé
sao "sentidos" quando nos aproximamos do
ponto onde existe o "pulo" pela esquerda.
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Funcgao de Distribuigao -
Exemplo

1
y B 4
o
0
s

O Seja X uma variavel aleatéria com fungao
de distribuicao definida por:

0 sex<0

1l-e*sex>0

Hm:{

0 O grafico desta funcao de distribuicdo é mostrado a

seguir.
ol / ]
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Funcao de Distribuigcao -
Exemplo 2

0 Considere uma variavel discreta com a
seguinte funcao de probabilidade:

f(x)=Pr(X =x)= Xl(f'_x)l[;j para x =01,2,3,4

0 A fungao de distribuicao é:

F(x)=Pr(X < x)=ixg(fl_x)!@4 ) Z@x'@l—x)'

k=0 k=0

3\ 1
2 =01234
(ijz_:; X!(4 _ X)! para X
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Funcao de Distribuigao -
Exemplo 2

a Assim:
o F(0)=1/16=0.0625=Pr (X<0)=Pr (X=0)

0 F(1)=5/16=0.3125=Pr (X< 1) = Pr (X =0) + Pr (X = 1)
aF ((2 = 11/16 = 0.6875 = Pr (X < 2) = Pr (X=0) + Pr(X=1) +
Pr(X=2)

a F(3) = 15/16 = 0.9375
a F(4)=1

0 TambémF(x)=0sex<0eF(x)=1sex>4
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Relagao entre a densidade e a
funcao de distribuicao

0 Seja X uma v.a. continua com densidade
f(x) e funcao de distribuicdo acumulada
F(x). Entao:

Pr(a< X <bh) =j' f (x)dx

a Mas:

F(a)=Pr(X <a)= j f(x)dx e
F(b) =Pr(X <b) = ff(x)dx
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Relagao entre a densidade e a
funcao de distribuicao

a Entao:
Pr(a< X <h) :f f (x)dx = F(b) - F (a)
a Pelo teorema fundamental do calculo:

dF(x)
dx

f(x)=

0 Logo, a densidade é a derivada da fungao
de distribuigao.
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Distribuicao Uniforme

0 Exemplo (para casa)

0 Se X tem densidade Unif(a,b), mostre que
sua funcao de distribuicao acumulada é:
0 sex<a
X—a
F(x)=<—— sexela,b
(=122 sexelab]
1sex>hb
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Densidade Exponencial

Q Serve para:
0 Modelar tempos de duracao de equipamentos;

0 Modelar tempos entre chegadas de carros num
pedagio, entre a chegada de pessoas hum
caixa de banco, ou seja, tempo entre
ocorréncias.

0 Outros exemplos de variaveis Exponenciais

0 Tempo entre “beeps” num contador Geiger

0 Distancia entre mutagoes num pedaco de DNA

0 Tempo que um caixa demora para atender um cliente
num banco, loja ou call center
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Densidade Exponencial

0 Densidade
f(x)=A.exp(~1.x) ondeA>0 e x>0

0 Fungao de Distribuicao

A.X

F(x)=Pr(X <x)= I/I.exp(—/i.u)du = =1-¢
0

0

0 Dai segue que Pr(X > x) = 1-F(x) = exp(-A.x)
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Densidade Exponencial

0 Grafico — densidade Exponencial com A = 2
f (x) = 2.exp(~2.x) onde x>0

Densidade f(x) = 2.exp(-2.x)
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Densidade Exponencial ey

0 O grafico a seguir apresenta a funcao de distribuicao
de uma v.a. Exponencial com parametro A = 2, isto é,
a funcao de distribuicao associada a densidade da
pagina anterior.

F(x)

0,90

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
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Densidade Exponencial

0 Exemplo

0 O tempo entre as chegadas de taxi num
cruzamento é uma variavel Exponencial
com A = 1/10 chegadas por minutos.
Calcule:

a) A probabilidade de alguém ter que
esperar mais de 60 minutos por um taxi.

b) A probabilidade de um taxi demorar
menos de 10 minutos para passar.
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Densidade Exponencial

0 Solugao

Seja T o tempo entre chegadas de um taxi, isto é,
o tempo que voceé tera que esperar por um taxi
nesta esquina.

T é uma variavel Exponencial com A = 1/10.

Para uma variavel Exponencial, a fungao de
distribuicdo é F(t) =Pr(T<t)=1-exp(-A .t) e
também Pr(T > t) =1 — F(t) = exp(- A .t). Logo:

a) Pr(T > 60) = exp(-60/10) = exp(-6) = 0.0025
b) Pr(T <10) =1 — exp(-10/10) = 1 — exp(-1) = 0.6321
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Densidade Exponencial

0 Exemplo (para casa)

0 O tempo até a ocorréncia de um defeito (isto é,
o tempo de durag¢ao) numa TV é uma variavel
Exponencial com parametro A = 1/3 anos.

0 Calcule a probabilidade de uma TV “pifar” nos
primeiros 2 anos de uso.

0 Calcule a probabilidade de uma TV durar mais
de 5 anos.

0 Calcule a probabilidade de uma TV durar entre
3 e 5anos.
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Variavel Exponencial - simulagao

a O préximo exemplo apresenta a geragao
de 10000 variaveis Exponenciais com
parametro 1 a partir de uma amostra do
mesmo tamanho da Uniforme(0,1).

0 Neste exemplo usamos o suplemento
“Analise de dados” do Excel, que permite
a geracgao de v.a. e a construcao dos
histogramas indicados.
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Variavel Exponencial - simulagao

0 Exemplo - Simulagao
0 A maioria das linguagens de programagao tem um
gerador de variaveis Uniforme (0,1) “embutido”.

0 Mas, é conveniente ser capaz de gerar variaveis
com outras densidades.

0 Pode-se mostrar (e faremos isso eventualmente)
que, se U ~ Unif(0,1) entao:

-1
Y =—.log(U
> og(U)

0 tem densidade Exponencial com parametro A.
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Variavel Exponencial - simulagao

0 Suponha que geramos uma amostra aleatéria de 10000
observagoes da densidade Unif(0,1) no Excel, como mostrado
nas proximas figuras.

A1 =l =

A [ 58 [ ¢ 1 6 [ E T F T & ]
;_ Data Analysis x|
= Analysis Tools
El = -_OK
kN s L
= ancel
5 Fan ier Generation
[5 FRank and Percentile )
= Regression Help
— Sampling
8 t-Test: Paired Twa Sample For Means
g t-Test! Two-Sample Assuming Equal Variances
90 b-Test: Two-Sample Assuming Unequal ¥ariances
T z-Test: Two Sample for Means -
1z
13
14
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Variavel Exponencial - simulagao Variavel Exponencial - simulagao

| Elle Edit Yiew Insert Format Tools Data Window Help

DEHE SRV (IBR S - [@ 423 We: i 5 A
| =l | o-o-]@ - i) 0 O histograma das 10000 observagoes geradas é:
| e -w -l rujls=s==EHE %, BalE
al [ =l Hist: 10000 ob: oes da Unif(0,1
T & 5 T ¢ T o T & T F & T 7 istograma - observagoes da Unif(0,1)
[ I -
=] il 1100
= | Number of Yariables: 1
I Number of Random Mumbers: 10000 Cancel
% Distributi i I 8001
P2 (LT ey Liniform N Help
Al [Parameter
8
191 Between [i] and |1 700 T
A g
1; ?g’_ 500 +
E Random Seed: E
£ [ Output option:
% * Qutput Range: a1:a10000] q‘:] 300
& " New Warksheet Fly:
19 " New Warkbook.
30 100 +
]
22
B ) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 More
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Variavel Exponencial - simulagao Variavel Exponencial - simulagao

Histograma (Variavel Exponencial)

o Agora criamos uma nova coluna de 10000

observacgoes usando a transformacdo Y = .
- log (U) onde U é um valor gerado da =
distribuigdo Unif(0,1). o
0 O histograma da nova amostra deve ter Ean
um comportamento decrescente, que se %01
“pareca” com uma densidade Exponencial 1
com média 1. Este histograma é mostrado 102 | W

4 = - i
n r xlm I ur O N ¥ © 0 O NN T O VO N T WMNODA®NWOLNDA®WLIN~NQO
. O N ¥ 940 0 MoKk T A O NN ANODOO® A0 W N5
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Variavel Exponencial - simulagao

a Nota:

0 O Excel ndao tem um gerador de variaveis
Exponenciais. O procedimento que vocé deve
usar para simula-las é apenas uma extensao
do método mostrado neste exemplo.

0O Para gerar uma variavel X com densidade:

f(x)=A.exp(-4.x) ondeA>0 e x>0

o Faca X = (-1/A). Log(U) onde U é uma v.a.
Uniforme(0,1).
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