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a Distribuicdo Hipergeométrica
a Distribuicdo Geométrica
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Nota

Q A seguir apresentaremos diversas
distribuicdes discretas.

0O Serdo mostradas também suas médias,
variancias e funcdes geradoras de
momentos, embora estes topicos so
sejam abordados na préoxima aula. Vocé
devera anotar estas quantidades, pois
elas serdo uteis no restante do curso.
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Distribuicdo Bernoulli

0 E a mais simples v.a. discreta.

0 Seja X umav.a. com apenas dois valores
possiveis, “sucesso” (denotado por 1) e
“falha” (denotado por 0).

a Entao:
fQ=Pr(X=D)=p

f(0)=Pr(X=0)=1-p=q
0 Noteque O<p<1le*“sucesso” e “falha”

nao indicam se o resultado de uma
experiéncia € “bom”ou “ruim”.
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Distribuicdo Bernoulli

a A distribuicdo de Bernoulli serve como um “tijolo”
para a construcdo de modelos mais elaborados,
como a Binomial, a Geométrica e a Binomial
Negativa.

0 Podemos reescrever a funcao de probabilidade
como:

f(x)=Pr(X =x) = p*(1- p)™ ondex=0,1

o Esta dltima notagéo sera util para identificar uma
variavel Bernoulli apenas como um caso particular
de uma Binomial.

a Notacdo: X ~ Bernoulli(p)
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Distribuicdo Binomial

0 E importante no contexto de amostragem
COM reposicdo, mas seu uso € muito mais
geral.

0 A situacao classica em que usamos uma
variavel Binomial é:
a Uma experiéncia aleatéria tem apenas dois
resultados possiveis: "sucesso" e "falha", onde a
probabilidade de "sucesso" é p e a probabilidade

7

de "falha" é g = 1- p.
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Distribuicdo Binomial

QA experiéncia é repetida um numero fixo (n)
de vezes, sempre nas mesmas condicdes,
de tal forma que as probabilidades de
"sucesso" (p) e "falha" (g =1-p) se mantém
inalteradas a cada repeticao.

OAs diversas repeticOes da experiéncia sao
feitas de maneira independente, ou seja, 0
resultado de uma repeticdo nao afeta o
resultado das outras.
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Distribuicdo Binomial

0 A variavel aleatoria X que mede o numero
de "sucessos" nas n repeticoes da
experiéncia € uma variavel discreta, com
valores possiveis 0, 1, 2, ...., n.

0 Dizemos que esta variavel tem
distribuicdo Binomial com parametros n e
p, e escrevemos X ~ Bin(n, p).

monica@mbarros.com 8




Distribuicao Binomial - quadro

resumo

Distribuicdo Binomial

o Se X ~ Bin(n,p), sua fungéo de probabilidade
e:

p*@-p)"* parax=0212,..,n

f(x)=Pr(X = X)Z(ZJpX(l_ o)™ :)(I(%lx)'

experiéncia "sucesso" “falha" = n = namero de X = variavel
aleatéria probabilida repeticdes da aleatéria
de de experiéncia Binomial
"sucesso”
"chutar" a resposta acertar a errar a 1/5 namero de namero de
numa prova de resposta resposta questbes da respostas
multipla escolha da questao prova certas na
onde cada prova
questdo tem 5
opcdes
nascimento de menina menino 1/2 namero de namero de
uma crianga criangas na meninas na
numa familia familia familia
jogada de um sair o nUmero sair 1/6 namero de jogadas numero de
dado 6 qualquer do dado vezes em
outro que saiu o
namero namero 6 nas
n jogadas do
dado
verificar se uma peca tem peca ndo proporgéo de tamanho da ndmero de
peca produzida defeito tem pegas com amostra pegas com
numa fabrica defeito defeito na defeito na
tem defeito populacédo amostra
de pecas
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a No Excel:

a Use a funcgao estatistica distrbinom (ou
dist.binom, dependendo da versé&o do Excel).
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Distribuicdo Binomial
a No Excel:

N Microsoft Excel - Pasta2

E&rquivo Editar Exibir Inserir Eormatar Ferrsmentas Dados Janela Ajuda
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Distribuicdo Binomial

0 Exemplo: em uma loja, a probabilidade de um
cliente realizar uma compra € de 15%. Qual a
probabilidade de, entre 5 clientes que entram
na loja, exatamente 3 realizarem uma compra?

n=>5; x=3; p=0.15

(=57 (o 15)°(0.85)° = 0.024
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Distribuicdo Binomial

0 Exemplo

Numa eleicdo supbe-se que 30% dos eleitores sao
favoraveis a uma certa proposta. Toma-se uma
amostra de tamanho 20 de eleitores da cidade do
Rio de Janeiro. Calcular as probabilidades de 4, 5,
6, 7, 8,9 ou 10 dos eleitores na amostra serem
favoraveis a proposta.

a Solucao

Seja X o numero de eleitores na amostra que sao
a favor da proposta. Entdo os valores possiveis
de Xsédo 0, 1, 2, ....,, 20, e X tem distribuicao
Binomial com parametros n =20 e p = 0.30.
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Distribuicdo Binomial

a As probabilidades para os diversos valores de
X sédo calculadas através da formula:

(0.30)*.(0.70)

20
Pr(X =) =(X j.(o.so)x,(o.m)m _ X|(22001 =

a A tabela a seguir foi produzida usando a
funcéo distrbinom do Excel parax =4, 5, ..., 10.

x

Pr(X =x)
13.04%
17.89%
19.16%
16.43%
11.44%
6.50%
3.08%

[{o} [e<} ENN [)} [620 BN

[N
o
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Exemplo (para casa — use o Excel)

0 Uma empresa aérea sabe que 20% das
pessoas que fazem reservas aéreas cancelam
suas reservas.

a A empresa vende 50 passagens para um voo
gue contém apenas 46 lugares. Supondo que
as pessoas cancelam suas reservas de
maneira independente, calcule a probabilidade
de que havera assentos paratodos 0s
passageiros.
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Exemplo (para casa — use o Excel)

0 Vocé arranjou um emprego numa pizzaria que
funciona no sistema de entrega a domicilio. Apenas
5% dos pedidos séo de pizza de lombinho com

abacaxi.

Vocé recebe exatamente 9 pedidos pelo telefone, qual a
probabilidade de, no maximo, 1 pizza de lombinho com
abacaxi ser pedida?

Vocé recebe exatamente 30 pedidos pelo telefone num dia de
bastante movimento, qual a probabilidade de receber mais de
3 pedidos de pizza de lombinho com abacaxi? Dica: pare e
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Distribuicado Hipergeométrica

a A distribuicdo hipergeométrica surge no contexto
de amostragem SEM reposi¢cdo em que o tamanho
da populacédo é muito maior que o da amostra, de
tal forma que a densidade Binomial ndo pode ser
usada.

o Sejam N e n respectivamente os tamanhos da
populacédo e da amostra, e suponha que na
populacéo existem r objetos do tipo A e N-r
objetos do tipo B.

0 Seja Xav.a.queindicao numero de objetos do
tipo A na amostra. Entdo a probabilidades de
exatamente x objetos do tipo A na amostra é:
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Distribuicado Hipergeométrica

o)
F(X)=Pr(X =X) = X(:IX
\

ondex=0,1, 2, ....., min(n, r).

0 Esta funcéo de probabilidade também estéa
iImplementada no Excel, como veremos na
proxima figura.
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Distribuicdo Hipergeométrica

Valor de X ™. Microsoft Excel - Pastal

Earquivu Editar Exhbir Insetir Formatar Ferramentas Dados Janels Ajuda
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monica@mbarros.com 19

Distribuicdo Hipergeométrica

0 Exemplo

0 Uma empresa encomenda 50 placas fax modem
de um fornecedor novo para montagem nos seus
micros. A probabilidade de defeito numa placa é
10% . A empresa toma uma amostra de 10 micros
sem reposicao. Qual a probabilidade de 4 deles
apresentarem uma placa fax modem com
defeito?

a Solucgéao

0 Seja X o nUmero de micros com placa defeituosa
na amostra. Os valores possiveis de X sdo 0, 1,
2, 3,4,5=min(5,10) Procuramos calcular Pr(X=4).
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Distribuicado Hipergeométrica

[4he)

N _(a){6 ) 5.(45n.00.(401)
PrX =)= T =75 =~ @Easn
10
_200(45!)(101)  200(45!)(10)(9)(8)(7)(8Y)
C O (BD)(B0N)  (61)(50)(49)(48)(47)(46)(45))

= 20010)(O)(B)(7) =0.00396 = 0.396%
(50)(49)(48)(47)(46) '
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Distribuicado Hipergeométrica

Exemplo (P1 — semestre 2001.02)

0 Uma empresa de cartao de crédito considera
aceitavel que 3% das chamadas recebidas pelo
seu servico de atendimento ao consumidor sejam
reclamacgdes sobre faturamento.

O Para verificar se os servi¢cos prestados estéao
“sob controle” faz-se uma pesquisa a partir de 40
ligacdes recebidas. Suponha que neste grupo
existem, na verdade, 4 reclamacdes sobre
faturamento.
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Distribuicdo Hipergeométrica

O A empresa utiliza o seguinte processo para
verificar a qualidade dos seus servigos: a partir
de uma amostra de 5 ligacdes, se no maximo 1
ligacao refere-se areclamacdes sobre
faturamento, a empresa admite que o0 processo
esta sob controle, e ndo toma providéncias
adicionais.

0 Do contréario, se mais de uma ligacao refere-se a
problemas com faturas, a empresa emite um
aviso para a sua geréncia financeira, que inicia
um processo de verificacdo das faturas emitidas.
Qual a probabilidade da empresa ter de fazer o
processo de verificacédo de faturas, supondo que:

monica@mbarros.com 23

Distribuicdo Hipergeométrica

a) A amostragem é feita com reposicdo (Binomial).

b) A amostragem é feita sem reposicao
(Hipergeométrica).

Solucéo
Seja X o numero de chamadas com reclamacao
sobre faturamento na amostra. Entédo, o processo

de verificacdo de faturas ocorrerase X > 1, ou
seja, se X2 2.

Suponha que o tamanho da populacédo aqui é N =
40 (nimero de chamadas na pesquisa), e existem r
=4 reclamacdes sobre faturamento na populacéo.
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Distribuicado Hipergeométrica

0 Entdo, a proporcao de chamadas relativas a
faturamento na populacéo € 4/40 = 10% (e portanto
bem acima do que seria desejavel pelos padrdes da
empresa, mas ela ndo sabe disso, a principio!).

0O a) Se a amostragem é feita COM reposicao, a
distrinuicdo a ser empregada € Binomial com
parametros n =5e p = 10%. Logo, a probabilidade
desejada é:

5

Pr(X >1)=Pr(X >2)= )(0.9f*
r(X >1) = Pr( XZ:;X|5 x)' )
1
zl_le 5 1)(0.9) * =1-(0.9) —5(0.1(0.9)" =0.0815

x=0
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Distribuicado Hipergeométrica

O b) Se a amostragem é feita sem reposicao, devemos
usar a distribuicdo Hipergeométricacom N =40, r =
4, N—-r=36,n=5ecalcular Pr(X>1) =Pr(X22).

o Pelos mesmos argumentos que na situagcao anterior,
€ mais conveniente escrever a probabilidade
desejada em termos do seu complemento, isto é:

a Pr(X22)=1-Pr(X=0)-Pr(X=1)
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Distribuicdo Hipergeométrica

O Mas, para qualquer x entre 0 e min(r,5) =4

s
XN\5-X
Pr(X =x) 20
5
O Logo: Pr(X=0)=0.5729e Pr(X=1)=0.3581¢e
portanto Pr (X 2> 2) = 0.06899.

0 Se a amostragem for feita sem reposi¢céo, ha uma
probabilidade de cerca de 6.9% da empresa
requerer a verificacdo do processo de faturamento.
Esta probabilidade é aproximadamente 8.2% se a
amostragem for com reposigéo.
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Exemplo (para casa)

0 Uma empresa de telefonia fixa esta preocupada
com a qualidade do atendimento prestado aos
seus consumidores.

O A empresa considera aceitavel que um técnico
responsavel por um reparo chegue ao local do
defeito em 12 horas ou menos (ap6s a
reclamacéo).

0 Dados anteriores indicam que h& uma
probabilidade de 0.7 de um reparo ser efetuado
em até 12 horas apoés a reclamacao.
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Exemplo (para casa)

0 Toma-se uma amostra de 10 consumidores que
fizeram uma reclamacgédo sobre defeito na linha
telefébnica. Calcule as seguintes probabilidades:

0 a De que todos o0s consumidores serdo
atendidos dentro do prazo?

o b) De que pelo menos 5 reclamacfes serédo
atendidas dentro do prazo?

0 c) De que no méximo 3 reclamagdes serdo
atendidas FORA do prazo?

O d) Qual a distribuicdo de probabilidade indicada
para modelar este problema e por que?
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Distribuicdo Geomeétrica

a A distribuicdo Geométrica, da mesma forma que
a Binomial, esta relacionada com uma sequéncia
de tentativas de Bernoulli independentes.

o Ao contrario da distribuicdo Binomial, a
experiéncia que gera uma variavel Geométrica
nao tem um numero de repeti¢cdes fixo.

0 Considere uma sequéncia de tentativas de
Bernoulli independentes, e seja X uma variavel
aleatéria discreta que mede o0 numero de
tentativas necessarias até encontrar o primeiro
sucesso.
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Distribuicdo Geométrica

0 Um exemplo tipico é: imagine uma caixa
com um numero muito grande de pecas.
Estas pecas podem estar OK ou
defeituososas, e a probabilidade de
encontrar uma peca defeituosa € FIXA e
igual a “p”.

0O Retiram-se pecas da caixa até encontrar
uma peca com defeito.
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Distribuicdo Geométrica

0 Neste exemplo, um “sucesso” indica
encontrar uma peca defeituosa.

0 Note que estamos supondo que a caixa
onde estdo as pecas contém um numero
muito grande de objetos, e assim a
probabilidade de retirada de uma peca
defeituosa é mantida constante (p).
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Distribuicao Geomeétrica

0O Seja X 0 numero de repeticdes
necessarias até encontrar uma peca com
defeito.

0 Entdo a funcéo de probabilidade de X é:
f(X)=Pr(X =x)=q*.p=01-p)'p ondex=1,23,....

0 Ja provamos antes que f(x) assim definido
€ uma funcéo de probabilidade (usando a
série geomeétrica).
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Distribuicdo Geomeétrica

0 A funcéo de probabilidade de X é:
f(X)=Pr(X =x)=q*".p ondex=1,2,3,....

0 Notacédo: X ~ Geom(p)
0 Média, Variancia e fgm
a Se X ~ Geom(p) entéao:

1) E(X) =1/p ~ pe'
2) VAR(X) = g/p? IMO) = 1-qe'
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Distribuicdo Geométrica

a Nota: Série Geomeétrica

Ms

1
a* =1+a+a2+...+a“+....:l— sempre que |a] < 1
-a

>
11
o

0 E se comegarmos o somatorio em 1:

&
l1-a

M

1
a*=a+a’+.+a"+..=——-1=
1-a

>
Il
AN

0 Estas expressdes devem ser usadas para
demonstrar a funcao geradora de
momentos de uma v.a. Geométrica.
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Distribuicdo Geomeétrica -
Exemplo

O Vocé arranjou um emprego numa empresa que
faz pesquisas de opiniao pelo telefone.

o Apenas 10% das chamadas resultam numa
pesquisa completa, isto é, apenas 10% dos
entrevistados responde todo o seu questionério.
Calcule as seguintes probabilidades:

0 a) De que a primeira pesquisa completa sera
respondida na 5a. ligagéo telefénica.

0O b) De que a primeira pesquisa completa sera
respondida na 8a. ligagéo telefénica.
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Distribuicdo Geomeétrica -
Exemplo

0 Esta € uma aplicacdao tipica da
distribuicdo Geométrica.

0 Seja X o numero de ligacfes efetuadas até
que a la. pesquisa completa seja
respondida.

0 Entdo X € uma v.a. Geométrica com
probabilidade de sucesso p = 0.10.

0 a) Pr(x =5)=(0.90)"(0.10)= 6.56%

0 b) pr(x =8)=(0.90)'(0.10) = 4.78%
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Distribuicdo Geomeétrica

0 Exemplo (para casa)

0 Um gestor de fundos de investimento
ultrapassa a sua meta de retorno mensal
85% das vezes e nos 15% restantes tem
um resultado ruim (abaixo da meta).

0 Qual a probabilidade dele ter o primeiro
resultado ruim nos proximos 12 meses?

0O E nos primeiros 6 meses?
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Distribuicdo Geomeétrica — para
casa

0 Todo final de semana vocé vai para a sua
casa de campo. Vocé é meio apressado e
gosta de  ultrapassar o limite de
velocidade na estrada. A probabilidade do
radar pegar vocé acima da velocidade
permitida é 15%.

0O Se vocé é pego pela policia tem que pagar
uma multa de R$ 250,00 (por que, além de
tudo VOCé sempre esquece 0s
documentos do carro em casa ....).
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Distribuicdo Geométrica — para
casa

0 Suponha que cada ida para o campo no fim de
semana seja uma repeticdo independente. O
custo associado a cada viagem é R$ 25,00
(gasolina e pedagio).

0 Vocé continua dirigindo em alta velocidade até
receber a primeira multa.

0 a) Qual o custo esperado deste procedimento
(viajar em alta velocidade até ganhar a primeira
multa)?

0 b) Suponha que vocé tenha disponivel R$ 300,00
no banco. Qual a probabilidade de vocé estourar
0 seu orcamento com este procedimento?
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