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O A Funcéo Geradora de Momentos

0 A soma de duas variaveis aleatorias
independentes
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independentes
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monica@mbarros.com 2

Esperanca matematica

a Defini¢ao (k-ésimo momento)
o O k-ésimo momento de X, ou k-ésimo momento

da distribuicdo de X, denotado por E(XK) é
definido por:

ka.f (x)dx se X é v.a. continua
E(X¥)=1"%
> X f(x)= D x“.Pr(X =x) se X év.a.discreta

todo x todo x

O Acimak € um inteiro maior ou igual a zero. Em
particular, se k =0, E(X° = E(1) = 1.

monica@mbarros.com 3

Esperanca matematica

a Definicdo (média ou valor esperado)

o A meédia (ou valor esperado ou primeiro
momento) de uma variavel aleatéria é definida
como: .

Ix. f(x)dx se X é v.a.continua

u=E(X)=1%

> xf(x)= D xPr(X =x) se X év.a.discreta

todo x todo x

0 A média de uma variavel aleatéria € uma medida
de tendéncia central da distribuicdo de
probabilidade desta variavel aleatéria.
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Esperanca matemaéatica

0 Podemos combinar a definicdo do k-ésimo
momento e a definicdo da média para produzir o
k-ésimo momento central, como a seguir:

[(x=p).f(x)dx se X év.a. continua

k

E((X ) )=

3 (x—p) F(x)= D (x—p) .Pr(X =x) se X é v.a. discreta

todo x todo x

O Em particular, se k =1: E(X—p) =0, ou seja, 0
primeiro momento central € sempre nulo.
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Esperanca matemaéatica

0O Se k = 1 entao:
E(X—y):]:(x—y)f(x)dx:Jx.f(x)dx—jy.f(x)dx:
:]ix.f(x)dx—yif(x)dx:zx.f(x)dx—y(l):

=u—p=0

0 (Idem para o caso discreto)
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Esperanga matematica

a Definigc&o (Variancia)

o A variancia de uma variavel aleatéria
mede a dispersdo da distribuicao de
probabilidade, e é definida como o 20.
momento central:

[ (x=u)" . (x)dx se X continua
UZ:VAR(X):E((X—y)z): S

S (x=u) £ (x)= > (x—u)’ Pr(X =x) se X discreta

todo x todo x
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Funcao Geradora de Momentos

je'x f(x)dx se X év.a. continua

M (t) = E(e% )=

> e f(x)= Y e".Pr(X =x) se X é v.a. discreta

todo x todo x

o A funcéo geradora de momentos € um dos objetos
mais uteis em Probabilidade, mas esta fungéo nem
sempre existe. Por isso, em cursos mais
avancados usa-se a funcao caracteristica, que sempre
existe. O uso da funcéo caracteristica é mais
complicado que o da funcédo geradora de momentos,
pois envolve nimeros complexos.

a Frequentemente iremos abreviar “funcéo geradora de

momentos” por fgm.
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Propriedades da Funcéo
Geradora de Momentos

1) A funcdo geradora de momentos é
Unica e determina completamente a
distribuicdo da variavel aleatoria.

0 Assim, se duas variaveis aleatérias tém a
mesma funcdo geradora de momentos,
elas tém a mesma distribuicao.
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Propriedades da Funcéo
Geradora de Momentos

C]

o Logo, se vocé tiver uma tabela de
funcbes geradoras de momentos, vocé
podera identificar qual a densidade que
corresponde a uma dada funcéo geradora
de momentos.

0 Isso é analogo ao uso de uma tabela de
transformadas de Laplace ou Fourier
(dada a funcéo, sabe-se qual a sua
transformada, e vice-versa).
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Propriedades da Funcéo
Geradora de Momentos

2) M(0) = 1

3) Se M(t) existe parat e (-h, h) entédo as derivadas
de todas as ordens existemem t=0.Além disso,
as derivadas de M(t) em t = 0 fornecem os
momentos de X.

M (k)(o) —

d“M (t)

dt t
A existéncia do k-ésimo momento da distribuicéo
implica na existéncia dos momentos de ordem
menor que k. Em particular, a existéncia da
variancia implica na existéncia da média (mas a
reciproca néo é verdadeira).
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= E(XY

Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

=
PUC

RID

0 Considere um jogo no qual vocé pode ganhar 0, 1
ou 2 reais, ou perder 2 ou 1 reais com as
probabilidades especificadas na tabela a seguir.

X Pr(X=x) Calcule a fungéo geradora de

i g-ig momentos de X e, a partir dela,

'0 0'40 encontre a média da distribuicdo (que
1 010 represgnta 0 seu ganho esperado

2 020 nesse jogo).

Verifigue que a média encontrada por
este procedimento é a mesma que a
média encontrada pela definicéo.
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Funcédo Geradora de Momentos -
exemplo

0O Pela definicdo de média:

- -4 (-1 1 4
E(X)= ) xPr(X=X)=—+|—=|+0+—=+—=0
( ) x; ( ) 10 (10] 10 10

0 Ou seja, 0 ganho esperado neste jogo é zero.
a A funcédo geradora de momentos €:

e LV ENEY S

O A primeira derivada da funcdo geradora de
momentos é:

A
dt 10 10 10 10
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

C]

0 A média de X é a primeira derivada da
funcdo geradora de momentos em zero,

isto & v

dt

o7l ) o)¢
0O que concorda com o resultado

encontrado antes (pela definicdo da
meédia).
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

a Nota: Teorema Binomial

0 Na demonstracao do proximo exemplo
empregaremos um resultado conhecido
como Teorema Binomial, que é apenas
uma maneira de expandir um polinédmio.

(N ~ . .
(a+b)" = Z[k)akb”k onde a e b sdo nimero reais e k, n sdo inteiros > 0
k=0
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

0O Seja X uma variavel aleatéria discreta com
distribuicdo Binomial e parametros n e p, dada
por: n

Pr(X =x) = f(x):[x].px.q”’* ondeg=1-p e x=0,1,2,...n

O Calcule a funcéo geradora de momentos e, a
partir dela, encontre a média e a variancia de X.

a Solugéo

0O Pela definicao da fgm:
M (t) _ E(e|><) _ i[:].elx.px.qwx Zi[z}(pe()xlqn—x _ (pet +q)ﬂ _ (pe' 1o p)n

0 Onde, na penultima igualdade acima, aplicamos
diretamente o teorema Binomial.
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Funcédo Geradora de Momentos -
exemplo

O A primeira derivada da fgm é:
M'(t) = n.(pe‘ + q)H.(pe’)

0 A média da distribuicdo é obtida avaliando-se
esta derivadaemt =0, isto é:

M’'(0)=E(X)=n(p+q)"(p)=np —— Onde usamos o

fato:p+q=1
O A segunda derivada de M(t) é:
M”(t) =n. p.e‘.(q +npe' )(q + pe' )n_z
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

a Ao avaliarmos esta 2a. derivadaemt=0
encontramos o 20. momento, E(X?):

M"(0) = E(X?*) = np.(q +np)(q+ p)"~* = np.(q + np)

O A variancia é obtida a partir dos dois primeiros
momentos:

0 VAR(X) = E(X?) - {E(X)}? = npq + (np)? - (np)? = npq
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

0 Seja X uma variavel aleatéria com fgm

a M(t) = exp (t?/2)

o Podemos obter o0s momentos de X por
diferenciacdo, mas neste caso ha uma maneira
mais inteligente de calculé-los, que nos fornece
uma expressao geral para todos os momentos de
X.

0 A expansao de Taylor de exp(t?/2) ao redor de zero
é:
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo

2 2)\2 2\ K
et2/221+t_+1,(t_j 1(t_j .
2 212 kt'\ 2

2 4 t2k

=1+ttt
2 8 (kH(2%)

0 Mas, em geral, a expansao de Taylor de uma
funcdo geradora de momentos M (t) em torno de
zero é:

2 2 k k
PEXY) | EXY

Xy _
E(e™)=1+tE(X)+ o m
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Funcédo Geradora de Momentos -
exemplo

0 lgualando estas duas expressdes termo a
termo encontramos:

|
E(X*)= (2K1) poténcias pares

(KDY

E(X*')=0 poténcias impares

nondek=1,2,3, .....

0 Veremos que esta € a fgm de uma variavel
Normal com média O e variancia 1.
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo (para casa)

0 Seja X uma variavel aleatOria discreta
com funcéo de probabilidade:
f(x)=q.p*", x=1,2,3... e q=1-p onde O<p<1

a Calcule a funcédo geradora de momentos
de X.

a A partir da fungéo geradora de momentos,
encontre a média e a variancia de X.

0 Dica - use a série geométrica, isto é:
iak:1+a+a2+a3+....:i desde quefa|<1
k=0 l1-a
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo (para casa)

0O Seja X uma variavel aleatoria com funcéo
de probabilidade Poisson com média A.

a Encontre a funcéo geradora de momentos
e use-a para mostrar que:
0 E(X) = VAR(X) = A

0 Dica: lembre-se da série de Taylor da
exponencial, isto é:
u > uk
e :zﬁzl+u+—_+—+—_+....
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A soma de duas variaveis
aleatdrias independentes

0 Este € um dos problemas mais
importantes em Probabilidade. Por que?

a Frequentemente iremos encontrar
conjuntos de variaveis aleatdrias que sao
independentes e identicamente
distribuidas (isto &, variaveis que, num
certo sentido, sdo “todas iguais” pois tém
a mesma distribuicdo de probabilidade e
uma néo afeta as outras).
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A soma de duas variaveis
aleatdrias independentes

0 Este conjunto de variaveis é chamado de
variaveis iid, ou de amostra aleatéria.

a Suponhaque a média de todos 0s X; s é
desconhecida.

a0 Um estimador (ou “chute”) que parece bastante
sensato para a média da distribuicdo dos X;’s é:

o 1 .
X ==%'X, a média amostral
N

O Mas, para calcularmos a média amostral
precisamos saber qual a distribuicdo da soma
dos X;’s, 0 que € um problema ainda mais
complicado do que o que estamos propondo
agora!
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A soma de duas variaveis
aleatdrias independentes

0O Teorema (Formula da Convolucao)

O Seja Y= X;+X, onde X; e X, sdo variaveis
independentes com densidade conjunta f(x,, X,) =
f1(x1).F2(X2).

0 Entdo a densidade de Y é dada por:

o No caso continuo
9 = | Fi00)-Fo(y =x)dx = [~ f.(y =) f(x,)dx,

o No caso discreto

g(y) = Z fl(Xl)'fZ(y_ Xl) = Z fl(y_ Xz)-fz(xz)

todo x, todo x,

monica@mbarros.com 26

Exemplo

0 Suponha que X e Y sao independentes e
identicamente  distribuidas com densidade
Exponencial(A).

O SejaZ=X+Y. Encontre adensidade de Z.

o Solucéo

0 A densidade de X é: A.e™ | x > 0.

0 AdensidadedeY é: Ae? , y>0.

o Como X e Y sado independentes, a densidade
conjunta é apenas o produto destas marginais.

O A densidade de Z = X + Y é obtida através da
formula da convolugéo.
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Exemplo

9(z) = T £, (%).f, (2~ X)dx :T/Le‘“ A ) dx

O Mas, o integrando acima é positivo se, e somente
se, ambos os termos sao positivos. Para que isto
aconteca é necessario que x >0 e, a0 mesmo
tempo, z-x >0, isto €, x <z. Logo, os limites de
integracédo séo 0 e z na integral anterior.

9(z) = [Ae " ae e dx=2"e " [dx =A"e " (x)
0 0

VLT
0

0 Ou seja, a soma de duas variaveis Exponenciais
independentes NAO E uma variavel Exponencial.
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Exemplo

0 Sejam X e Y variaveis independentes
discretas com distribuicdo Poisson com
média k. Encontre a funcao de
probabilidade de Z=X+Y.

—k kx
onde x=0,1,2,.

f(x)=Pr(X :x)—

e

f(y)=Pr(y =y)=

—k y

k ondey=0,1,2,......
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Exemplo

Q Pela férmula da convolucdo:

e—k k> e—k K2 X o z 1 eka z 7!
z . =e K k== Kk =
9(2)= XZ - x)! = xl(z-x)! zZ! XZ}x'(z—x)'

-2k 7z

e xpox €K . e (2k)
= Z[XJ.k k _T.(k+k) == 8

2 = z!

0 Note que o somatdério (que iade x =0 a ) passou a
ser um somatério de x = 0 até x = z. Isto acontece
por gue precisamos garantir que ambas as fungdes
de probabilidade no somatorio sejam maiores que
zero, o que s6 ocorre se AMBOS x >0e z-x >0. Na
penultima igualdade a direita usamos o teorema
Binomial para concluir que o somatério eraigual a
(2k)z .
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Exemplo

0 O que existe de interessante neste
exemplo?

0 Note que, ao contrario do exemplo anterior,
aqui “preservamos” a mesma “familia” de
funcdes de probabilidade.

0 Em outras palavras: a soma de duas
Poisson independentes é Poisson, mas a
soma de duas Exponenciais independentes
ndo € Exponencial!
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Exemplo

O Sejam X e Y v.a. independentes com funcao de
probabilidade Geométrica(p). Encontre a funcéo
de probabilidade de Z = X+Y.

o Solugéao

O Aqui novamente usamos a formula da
convolugéo.

9(z) = i p.l-p)Lp.(l-p)t=

x=1

p’.(1-p)* % =p:(- p)”Zl (z-1)p°.(1-p)*?

x=1

._\

Z—

1
5N

X
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Exemplo

RIO

0 No ultimo passo acima o somatorio ndo envolve x
e existem (z-1) termos no somatoério.

0 Note que os limites do somatoério sdo 1 e z-1 pois
precisamos satisfazer simultaneamente as
condicbes x >1ez-x>1.

a A funcéo de probabilidade condicional de X dado
Z é obtida pelarazao entre a conjuntade Xe Zea
marginal de Z, recém calculada. Mas, a conjunta
de X e Z € a conjunta de X e X + Y, ou seja, € a
mesma coisa que a conjuntade XeY.
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Exemplo

0 Esta funcdo de probabilidade conjunta é, pemlca
independéncia de X e Y, apenas o produto das
marginais. Logo a conjuntade X e Z é:

f(x,2) = pL- p).pl-p) " = p*(L- p)~’

a A funcéo de probabilidade condicional de X dado
X+Y =z é entdo:
o(x|Z =2)= f(x2) _ pz.(lz— p)*? - 1
9(2)  (z-D.p".A-p) z-1
ondex=1,2,....2-1
0 Ou seja, X dado a soma é Uniforme Discreta nos
inteiros 1, 2, .., z-1.
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Para Casa (problemas de B
prova)

0 1) Considere o Exemplo da soma de
Poissons

0 Encontre a distribuicao condicional de X
dado Z=X+Y.

0 2) Sejam X e Y independentes e
identicamente distribuidos Bin(n, p).
Mostre que Z =X + Y é Binomial (2n, p) e
encontre a distribuicdo condicional de X
dado Z=X+Y.
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Combinagdes Lineares de e
v.a. Independentes =

0 Objetivos

a Dados X, X,, ..., X, independentes (mas néo
necessariamente identicamente distribuidos) tais
que: E(X)) = u; e VAR(X)) = 62, encontrar a media,
variancia e funcao geradora de momentos de:

Y =3a, +Zn:aixi
i=1

o em fungdo dos momentos dos X, 's. Note que, na
definicdo de Y, os a's s&o constantes.

o Também, a independéncia dos X, ‘s assegura que
todas as covariancias (e correlagfes) sao nulas.
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Combinacdes Lineares de
v.a. Independentes

o AmédiadeY é:

E(Y)= E[a0 +Zn:ai.xij: a, +Zn:ai.E(Xi) =

—a, +Zn:ai-#i onde y = E(X;)

i=1

0 AvarianciadeY é:

VAR(Y) = > a’VAR(X;) =) a’.c}
i=1 i=1
onde VAR(X,)=o7
0 Note que a constante a, ndo afeta a variancia, e
0s outros a’s aparecem ao quadrado (por que?).
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Combinacdes Lineares de
v.a. Independentes

0 A funcado geradora de momentos de Y é:

M, ( ) ( a0+a1Xl+...+aan))
= E( “‘Oete‘lx1 et X“):
—eWE(eX.. g% )

e como consequéncia daindependéncia
=g E(etalxl )E(e‘azxz )...E(e‘a"x" ):
e™M, (ta, )M, (ta,)..M, (ta,)
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Combinacdes Lineares de
v.a. Independentes

0 Um caso particular importante (e que
veremos muitas vezes daqui em diante) é o
da soma de variaveis independentes.

0 O ponto importante aqui é: se pudermos
associar afgm de Y a alguma fgm
conhecida, entdao automaticamente
sabemos qual é a densidade (ou funcéo de

probabilidade) de Y, pela unicidade da fgm.
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A somade v.a. independentes

a Sejam Xy, X,, ..., X, v.a. independentes
mas nao necessariamente identicamente
distribuidas.

a Seja: Y =2 X,
0 Entdo:

n

E(Y)= E(zxij:iE(xi) :iﬂi onde x4 =E(X;)

i=1
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A somade v.a. independentes

O A varianciadeY é:

VAR(Y) = ZVAR(X) Za onde VAR(X,)=o7
a A fgm deYe

MY(t)z E(etY ): E(et(x1+...+xn)): E(etxl....etx” ):
e como consequUéncia daindependéncia

—E(e™ )E(™:)..E[€% )= M, (M, (t).-M, ()

0 Ou seja, a expressao dafgm de Y é muito
simples, apenas o produto das fgms das
variaveis independentes que compdem a soma!
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A Média Amostral

O Sejam Xy, X,, ..., X, v.a. independentes e
identicamente distribuidas (iid).

0 Em particular, o fato dos X's serem iid implica
em E(X) =u, VAR(X) =02 e COV(X; X) =0
paratodo pari,.

0 Considere a média amostral calculada a partir
destes X;'s, isto é:

:5|I—‘

Iy,

i=1
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A Média Amostral

O Para que serve a média amostral?

O Suponha que existe esta colegdo de X;'s, todos
eles iid, ou seja, todos eles provém da mesma
densidade ou funcéo de probabilidade.

O Suponha que a média desta densidade é p, um
numero desconhecido.

0 A média amostral € um estimador “sensato” para
a meédia da distribui¢céo (u), quando esta ultima
for desconhecida.
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A Média Amostral

0 Podemos encontrar a média, variancia e fgm
da média amostral como casos particulares
dos resultados para combinacdes lineares
de variaveis independentes.

o E facil mostrar que:

E(X)= 2 S E(X) =1 D =" =

(A mesma que a média de qualquer X.)
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A Média Amostral

O Mas, a varidancia da média amostral é:

n n 2
VAR(X)=> Lvar(X,)=2 Y o2 =T
i=1 n n i=1 n

(A variancia de X é menor que ade X,
desde que usemos mais de uma observacao !)

0 Moral da histéria: € vantajoso usar a média
amostral para “chutar” a média da densidade dos
X's, pois elaimplica numa redugéo da variancia
se comparada ao uso de um X;sozinho.
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A Média Amostral

0 Estes resultados justificam o uso da
média amostral como um estimador
“sensato” de p.

0 Note que, a medida que tomamos uma
amostra cada vez maior (n cresce), a
variancia da média amostral decresce, ou
seja, a “dispersao” do estimador
decresce. Alem disso, a media de x € p,
gue é a quantidade que ele pretende
estimar.
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A Média Amostral p

a A fgm da média amostral também pode
ser encontrada como um caso particular
da combinacéo linear de v.a.
independentes.

O SejaY asomade X, X,, ..., X, , que s&o
todos iid. Ent&o:

M () = EE€®) = E(€"'") =M, (t/n) = M, (t/n)f

monica@mbarros.com 47

Combinacdes Lineares de
v.a. Dependentes

O Este € um caso mais geral (e mais
complicado que o anterior).

Q Suponha que E(X)) = u; , VAR(X)) =62, €
COV(X;, X)) = pjj.0;.0; # 0 para algum par i,].

0 Queremos encontrar a média, variancia e
fgm de Y definido como:
n
Y=a,+> aX,

i=1
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Combinacdes Lineares de
v.a. Dependentes

O A expressao da média € a mesma que no caso
anterior (variaveis independentes), isto é:

E(Y)= E{a0 +Zn:ai.xij =a, +Zn:ai.E(Xi) =

=a,+ Y a.. onde x4 =E(X;)
i=1

O A expressao para avarianciatorna-se mais
complicada, pois deveré levar em conta as
interdependéncias entre as variaveis. Pode-se
mostrar que:
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Combinacdes Lineares de
v.a. Dependentes

VAR(Y):Zn:af.\/AR(Xi)Jan:Zn:aiajCOV(Xi,Xj)
i=1 i=1 j=1
:Zn:af.af +anzn:aiajp”aiaj onde no 20. termo i # j
i=1 i=1 j=1

onde p; € o coeficiente de correlagao entre X; e X;

Ou seja, adependéncia entre os X’'s leva a presenca
de um termo adicional no calculo da variancia,
devido as covariancias entre os diversos X's.
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Combinacdes Lineares de
v.a. Dependentes

O A expressao anterior, que nos da a variancia de
uma combinacdo linear de variaveis
dependentes, é essencial para medir o risco de
um portfolio ou carteira, como veremos mais
tarde.

0 Naverdade, a dependéncia entre ativos
financeiros (que sao variaveis aleatorias) pode
ser usada de maneira proveitosa para reduzir o
risco de um portfolio, num processo que
chamamos de “diversificacao”.
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Combinacdes Lineares de
v.a. Dependentes

a A funcao geradora de momentos de Y nédo
pode, em geral, ser simplificada como no
caso anterior (em que os X's eram
independentes).
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Portfolios (Carteiras)

a Considere uma colecao de n ativos
financeiros. Um portfolio (ou carteira) é
apenas uma combinacao linear destes
ativos na qual a soma dos pesos € 1 (ou
100%).

0 Algumas vezes requer-se também que
todos 0s pesos sejam positivos, mas isso
nao é estritamente necessario.
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Retorno Aritmético

O Suponhaque P, seja o pre¢go de um ativo no
instante t. O retorno (aritmético) deste ativo entre
os instantes t-1 et é:

RA =t "t
A="p

t-1

0 Em Financgas “quantitativas”, o retorno aritmético
€ pouco empregado, pois possui um grave
inconveniente: como o pre¢co de um ativo nao
pode ser menor que zero, 0 retorno aritmético
tem um valor minimo (quando P, = 0), igual a -1.
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Retorno Geomeétrico

0 Em Financgas, os retornos seréo tratados como
variaveis aleatorias, e um dos modelos mais
simples sup&e que os retornos sdao Normais (que
iremos estudar no capitulo 7 do meu livro de
Probabilidade). Mas, uma v.a. Normal € ilimitada.
Entéo, o que fazer?

o Trabalhar com o retorno Geométrico, definido
como:

R
R = |09(P—

J onde log denota ologaritmo nabase "e"
t-1
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Retorno Geométrico

0 Oretorno geométrico é definido em toda a reta, entao
pode-se model4-lo pela distribuicdo Normal.

0 Retornos Geométricos sdo aditivos. Por exemplo, se
gueremos encontrar o retorno entre os dias 1 e 4:

P, P, P, P P P P
R, =log - |=log| *—=2—2 |=log| —* |+ log| = |+ log| -2
g(a] g(% P PJ Q(PJ Q(PJ g[a

a Ou seja, o retorno Geométrico entre os dias 1 e 4 é apenas
a soma dos retornos geométricos diarios no periodo.

N——

O Se avariacdo do periodo é pequena, os retornos
geomeétrico e aritmético sdo aproximadamente iguais.
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Risco e Retorno de um
Portfolio

a Sejam X;, X,, ..., X,, 0s retornos de n ativos, tais
que E(X) = i, VAR(X)) = 6%, e COV(X;, X)) = p;;.0;.0;
#0.

QO Seja P uma carteira, isto é:

P:Zn“wixi onde Zn:Wi =1

i=1

0 Qual o retorno esperado da carteira, e qual o seu
risco (medido pela sua variancia ou desvio
padrdo)? Tudo isso pode ser encontrado a partir
dos resultados mostrados nesta aula.
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Risco e Retorno de um
Portfolio

0 O retorno esperado (ou retorno médio) do
portfolio é

ZWE ZW,uI

a Orisco do portfoho e dado pela sua
variancia (ou, preferencialmente, pelo seu
desvio padrédo, que esta nas mesmas
unidades que o retorno).
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Risco e Retorno de um
Portfolio

VAR(P) = Zw O +ZZw,wqu

i=1 j=1
onde p; € o coeficiente de correlagdo entre X; e X;

0 Qual o efeito do segundo termo na equacado acima?
Inagine que conseguissemos encontrar ativos com
correlacdes negativas. O efeito destes termos seria
areducao da variancia do portfolio! Isto é o que
esta por tras daidéia de diversificacao. A gente
pode reduzir o risco sem, necessariamente, diminuir
o retorno.
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Risco e Retorno de um
Portfolio

O A otimizacdo de um portfolio é feita
escolhendo-se os pesos w;'s tal que
alguma restricao é satisfeita.

0 Um caso tipico é: encontre os pesos tal
gue, para um retorno especificado, o risco
€ minimo.

0 Pode-se reescrever este problema como:

0 Dado E(P) = constante, encontre 0os pesos w;
(i=1,2,...n) sujeitos a restricao >w, =1
a e que minimizem VAR(P). =
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Exemplo

Q A seguir trabalhamos com retornos
diarios e construimos portfolios
compostos pelas seguintes acdes:

a TNLP4 (Telemar PN)
0 ARCZ6 (Aracruz Celulose PN)

0 Os retornos diarios (geométricos) foram
calculados entre 12/11/2001 e 29/10/2003.

a O grafico a seguir apresenta a evolucao
dos precos das duas acdes no periodo.
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Exemplo

ARACRUZ E TELEMAR PN DESDE NOV/2001

9.00 50.00

45.00

40.00

35.00

ARCZ6
TNLP4

30.00

25.00

20.00

15.00

—#—ARCZ6 (ARACRUZ PNB)

——TNLP4 (TELEMAR PN)
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Exemplo

. . PU
0 O histograma dos retornos diarios de ARCZ6 é:**
Histograma - retornos diarios ARCZ6

90

80 +

70+

Exemplo

QO A correlacéo entre os retornos de TNLP4 e

ARCZ6 € 0.1153, e a média e o desvio padréo dos

retornos de cada uma das séries é:

60

50 +

Retornos
ARCZ6 TNLP4
médial 0.11% 0.05%
d,p.| 2.48% 2.52%

40 +

Freqiiéncia

30 +

20 +
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0
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O Seja P = a.ARCZ6 + (1-a)TNLP4 o portfolio

formado por a% de Aracruz e (1-a.)% de Telemar.

Como variam o retorno esperado e o risco do
portfolio a medida que alteramos a?
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Exemplo

o (% de
ARCZ6 no retorno
portfolio) | esperado

\:l
risco do Estes sdo o retorno e o risco

portfolio(desvio

padrio) do portfolio computados ao

0.00 0.047%)

2524 longo de todo o periodo (isto &,

0.05 0.050%)

2.41%)

0.10 0.053%)

3% usando todos os retornos

0.15 0.056%)

2.22% diérios disponiveis)

0.20 0.059%)

2.13%

0.25 0.062%)

2.06%

0.30 0.065%)

T 99% Na préxima pagina exibimos

0.35 0.068%)

0.40 0.071%)

1.94% rn
Lo este grafico em termos de a.

0.45| 0.074%

1.88%

0.50 0.078%)

187w Qual 0 a que leva ao portfolio

0.55 0.081%)

L87%  de menor risco? Vocé

0.60 0.084%)|

1.89%

0.65 0.087%)

1.92% consegue enxergar que, no

0.70 0.090%)

1.97%

0.75 0.093%)

2.03% caso de um portfolio com 2

0.80] 0.096%)

0.85 0.099%)

2.10%) H ~
210 ativos, a solugéo para este

0.90 0.102%)

227%|  problema pode ser obtida

0.95 0.105%)

2.37%

1.00 0.108%)

> 48% analiticamente, e de maneira

bem simples?
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Exemplo

0.120%

Retorno e Risco do portfolio

0.110% -

0.100% -

0.090% -

0.080% -

/

nesta reta vertical)
portfolios construi
destas aces. Qua

Para um risco especificado (por
exemplo, 2.3% como mostrado

existem 2
dos a partir
deles vocé

retorno do portfolio

0.070%
0.060% /

0040% 1 possiveis.

0.030% -

0.020%

\\

oosow | ESte € o portfolio de menor risco
dentre todos os portfolios

\-0

escolheria? O de maior retorno.

1.80% 1.90% 2.00%

2.10% 2.20% 2.30% 2.40% 2.50% 2.60%

risco do portfolio (desvio padréo)
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