IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2008.01
Teste 1 — 10/04/2008
GABARITO

FOLHA DE RESPOSTAS — PREENCHA A CANETA E NAO RASURE!!
Em cada um dos problemas, marque a resposta que vocé acha certa e depois transcreva
para a folha de respostas. O formulario esta no final da prova.
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Problema 1

Os cursos de Engenharia foram classificados em 4 categorias distintas (e mutuamente exclusivas): A,
B, C, D. As probabilidades de um curso estar em cada uma destas categorias sdo, respectivamente,
10%, 25%, 35% e 30%.

Num certo Estado do pais existem 20 cursos de engenharia.
Calcule as seguintes probabilidades:
a) De que exatamente 2 sejam nivel A, 5 nivel B e 6 de nivel C.

A B C D
0.2200 0.0110 0.0055 NDA
b) De que exatamente 2 sejam de nivel A e 5 de nivel B.
A B C D
0.0588 0.1176 0.2200 NDA
c) De que existam menos de 3 cursos de nivel A dentre os 20 neste Estado.
A B C D
0.5554 0.6769 0.3918 NDA

Solucéo

Sejam Xy, X2, X3, X4 0 nimero de cursos de Engenharia no Estado classificados como de nivel A, B, C

e D respectivamente.

a) Pr(X, =2,X,=5X,=6,X,=7)= %(0.10)2 (0.25)°(0.35)°(0.30)" = 0.01097

b) Agora s6 existem 2 categorias de interesse, A e B, as outras podem ser agrupadas. Seja Xz 0
namero de cursos de Engenharia em “outras categorias” (diferentes de A ou B). Entdo X3 ocorre com
probabilidade 0.65.

_ _ oy 20! 2 5 15
Pr(X, =2,X, =5X,=13) = @(0.10) (0.25)°(0.65)" = 0.05878

c¢) Agora so existe uma categoria de interesse (cursos de nivel A) e todas as outras se reduzem a uma

Unica categoria. A distribuicdo Multinomial se reduz a Binomial e podemos dizer que X, o niUmero de



cursos de Engenharia de nivel A no Estado é uma variavel Binomial com parametros n = 20 e p = 0.1.

Desejamos encontrar Pr(X < 3) = Pr(X = 0) + Pr(X =1) + Pr(X = 2).

X Pr(X=x)
0 0.1216
1 0.2702
2 0.2852
Soma 0.6769

Logo, Pr(X < 3) =0.6769

‘ Problema 2

Toda manha vocé tem que passar por um certo sinal de transito bastante demorado. Suponha que a

probabilidade do sinal estar aberto € 0.30 e que cada manha representa uma repeticdo independente.

a) Numa sequéncia de 5 manhas, qual a probabilidade de vocé encontrar o sinal aberto em

exatamente uma manha?

A

B

C

0.1681

0.5282

0.3602

NDA

b) Numa sequéncia de 15 manhas, qual a probabilidade de vocé encontrar o sinal aberto em mais de

4 manhas?

A

B

C

0.5155

0.4845

0.4893

NDA

¢) Qual a probabilidade de vocé demorar até a 42 manha consecutiva para encontrar o sinal aberto

pela 12 vez?
A B C D
0.0720 0.1029 0.1470 NDA
d) Qual a probabilidade de que o sinal esteja fechado por 10 manhés consecutivas?
A B C D
0.0282 0.0576 0.0720 NDA

€) Em média, quantas manhas vocé vai passar pelo sinal até encontra-lo aberto pela primeira vez?

A

B

C

D

3.3333

6.6667

5

NDA




Solucgao

O sinal aberto pode ser encarado como um “sucesso” com probabilidade p = 0.30 e o sinal fechado é
uma “falha” com probabilidade 1-p = g= 0.70.

No item a) vocé faz exatamente 5 repetigdes, ou seja, passa exatamente 5 vezes pelo sinal, a variavel
X que mede o0 ndmero de vezes em que encontra o sinal aberto nestas 5 repeti¢cées é Binomial com n
=5ep=0.3.

Pr(X = 1) = 5(0.3)(0.7)* = 0.3602

No item b) temos agora uma variavel Binomial, mas comn = 15e p = 0.3.

Pr(X>4) =Pr(X=5) + Pr(X=6) + ... + Pr(X=15) =1 - Pr(X = 0) — Pr(X=1) - ... — Pr(X=4) =
0.4845
X prob
0 0.0047
1 0.0305
2 0.0916
3 0.1700
4 0.2186
soma 0.5155
1-soma 0.4845

c) Isso significa obter a seqiiéncia FFFS, que tem probabilidade (0.7)3(0.3) = 0.1029

(Vocé pode também pensar na variavel Geométrica com probabilidade de sucesso p = 0.3 e em
“demorar” 4 repeticBes para encontrar o 1°. Sucesso)

d) E apenas a probabilidade da sequéncia FFFFFFFFFF = (0.7)*° = 0.0282

e) E a média da variavel Geométrica, 1/p = 1/0.30 = 10/3 = 3.3333

PROBLEMA 3

A probabilidade de uma pessoa entrar numa loja e comprar um certo produto é uma variavel
aleatéria continua X com densidade f(x) = k.x?.(1-x), onde 0 < x < 1.

a) A constante k que faz desta expressdo uma densidade é:

A B C D

6 2 12 NDA

b) A funcédo de distribuicdo de X em x = %% é:

A B C D

1/2 1/4 5/16 NDA

C) A probabilidade de X estar no intervalo (0,1/4) é:




A B C D
Maior que a prob. de | Maior que a prob. de | Menor que a prob. NDA
X estar no intervalo X estar no intervalo de X estar no
(0, %) (3/4, 1) intervalo (374, 1)
d) A media da densidade é:
A B C D
0.6 0.4 0.5 NDA
e) O desvio padrado desta densidade é:
A B C D
0.2 0.1 0.4 NDA

‘ Solucéo

a) A constante k é encontrada pela condicdo de normalizacéo:

"k (L= x)dx = [ k(x2 = x3 )dx = k x_3_x_4 =k 1 1) _k 1=k=12
kx?(L-x)dx= | T

3 4) 12
(ALTERNATIVA C)

1
0

b) A funcdo de distribuicdo para qualquer nimero entre no intervalo [0,1] é:
X 3 4

F(x)=Pr(X <x) :J.12(u2 —u3)du :12(%] =4u® -3u’
0

Avaliando esta fungdo em u = %z leva a:

F(1/2) = 4(1/8) — 3(1/16) = Y% - 3/16 = 8/16 — 3/16 = 5/16  (ALTERNATIVA C)

c) Do item anterior ja vimos que a area entre 0 e %2 é 5/16 e a fungdo de distribuicdo é sempre ndo
decrescente, logo a alternativa A esta errada. Resta calcular a area entre 3 e 1.

3 4
pr{ 3 < X <1 =F@Q)-F(3/4)=1-14 3) _4f3) |4 J108_243] , [432-243|
4 4 4 64 256 256
~1-189 1 07383-0.2617
256

A probabilidade de X estar no intervalo (0,1/4) é a funcdo de distribuicdo em ¥4, ou seja:
F(1/4) = 4(1/64) — 3(1/256) = 1/16 — 3/256 = 0.0508 (aproximadamente), que é bem menor que
0.2617, a probabilidade de X estar no intervalo (3/4, 1). (ALTERNATIVA C)

d) A média da densidade é:



1 1 ¢ 1 1 1 6
E(X)= I012x.x2(1— X)dx = 12.[0 x3(L—x)dx = 12.([ (x* —x*)dx = 12(2 —gj = 12(2—0) =106

e) A variéncia desta densidade pode ser obtida a partir do 2°. Momento e o desvio padréo a partir da variancia.

1 1 1 1 1 1 6 2
E(X?)= '[012x2.x2(1— X Jdx =1ZI0 x*(1—x)dx = 12_(|:(x4 —x®)dx = 12(5—6) =12(%j =55" 0.4

A variancia é:
VAR(X) = E(X?) — { E(X)}* = 0.4 — (0.6)> = 0.4 — 0.36 = 0.04

O desvio padrao é a raiza da variancia, ou seja, 0.20

PROBLEMA 4

Um terrorista quer envenenar as pessoas huma festa. Nela, séo servidas 50 refei¢cGes individuais, das

quais 5 estdo envenenadas.
Calcule as seguintes probabilidades:

a) De, numa mesa de 8 convidados, pelo menos uma pessoa ser envenenada?

A B C D

0.5985 0.4015 0.4085 NDA

b) De, numa mesa de 7 convidados, mais de uma pessoa ser envenenada?

A B C D

0.1759 0.4543 0.1380 NDA

Solucéo

a) Seja X o0 nimero de pessoas envenenadas nesta mesa. Entéo:

o)

Queremos encontrar a probabilidade de pelo menos uma pessoa envenenada, isto &, Pr(X=1) +
Pr(X=2) +...+ Pr(X=8) = 1 - Pr(X = 0)

Mas,



5\(45) (45
o\8 ) |8 ) 215553195

Pr(X =0)= (50] B [soj " 536878650

8 8
E a probabilidade desejada é: 1- 0.4015 = 0.5985 (ALTERNATIVA A)

0.4015

b) Agora existem apenas 7 pessoas na mesa e entdo X, o nimero de pessoas envenenadas nesta

mesa tem probabilidade dada por:

XN7T—X
Pr(X =Xx)=—%—<—+=
( ) =0
7
A probabilidade de mais de uma pessoa envenenada é Pr(X=2) +...+ Pr(X=7) =

=1-Pr(X =0) - Pr(X = 1).

5)(45 45
o\7-0) \7 ) 45379620

= =0.4543
50 50) 99884400
7 7

545 ) (45
1)\7-1) "6 ) 40725300

= = =0.4077
50 50 99884400
7 7

Pr(X —1)—{

1- Pr(X = 0) — Pr(X = 1) = 1 — 0.4543 — 0.4077 = 0.1380 (ALTERNATIVA C)



Formulario 8

IND 1115 - Inferéncia Estatistica
Profa. Ménica Barros
FORMULARIO P1

Nome Densidade ou Funcdo de Probabilidade Média Variancia fgm
Uniforme 1 a+b PR Nao é util
f(x)=—— sea<x<b 2= M
b—a 2 12
Exponencial | f () = 1. exp(~A.x) ondeA>0 e x>0 1 1 [ A ] et<
A -
Gama a a-1 a
BX " ek ondex> 0 & % (%) set< f
f(x)={ [(a) B B
0sex <0
Qui-Quadrado N « n 2n 1 ni/2
f(x) = 1 e (—] set <1/2
o2 r( ”) 1-2t
)
Binomal f(x)=Pr(X =x) =(nj p'A-p) = n! p*(l-p)™™* P P (pe' +q)"
X xI(n—=x)!
parax=0,1,2,...,n
Hipergeométrica (rJ(N _ rJ n(Lj n(’;j{l—’:‘}( : — 2] Nao é util
n— —
F(X) = Pr(X = x) =X N
N
Geomética | (n)—Pr(X =n)=(1-p)""p onde n=1,2,3, .| P Ty (- P
1-qe'
Poisson i e—/l Iy A
Pr(X=x)=f(x)="-_— ondex = 0,1,2, ... E(e™) = e*t'
Binomial r/p r.q/p?

! -1
Negativa f(x)=Pr( X = x) = (: lJ.p',q x=r

Mm:(l_pgej

onde x=r,r+1r+2 ..

Resultados Matematicos

Série Geométrica

Ya‘=l+a+a’+a’+.. 1 desde que |a <1
k=0 1-a

Teorema Binomial

n

n ~ ” - ~ . .
(a+b) = Z( ]a"b”‘k onde a e b sd0 ndmero reais e k, n sdo inteiros >0

k=0

Série de Taylor da Exponencial

0 k 2 3 k
e* =Z(X]=1+X+X+X+...+X
k! 213 k!

Funcéo de Distribuicao (F(x))
1) F(X)=Pr(X<x)
2) 0<FMX<1
3) F(x) é uma fungdo ndo decrescente
4) LimF(X) =1 se X >+«
5) LimF(X)=0sex— -«

Relacdo entre densidade e funcéo de distribuicédo

f(x) =

dF(x)
dx

Monica Barros




Formulario 9

Se X é uma v.a. continua, F(x) é continua. Se X é discreta, F(x) é descontinua
Defini¢do: k-ésimo momento Definicdo: Média ou Valor Esperado de X

ka. f(x)dx se Xév.a.continua J.x. f(x)dx se Xév.a.continua

E(X)=1> u=E(X)=1%
> xEf(x)= D x*.Pr(X =x) se X é v.a. discreta > xf(x)= D xPr(X =x) se X év.a. discreta
todo x todo x todo x todo x
Defini¢do: k-ésimo momento central Defini¢cdo: Variancia
i x—u).f(x)dx se Xév.a.continua °
E((x_#)k): :[( )1 , f(x—y)z.f(x)dx se X continua
> (x=p) F(x)= D (x— ) .Pr(X =x) se X é v.a. discreta UZZVAR(X):E((X*/‘) ): - , ,
1000 0do X > (x=p) f(X)= Y (x-p) .Pr(X =x) se X discreta
todo x todo x
Em particular, se k = 1: E(X — 1) = 0, ou seja, o primeiro momento Férmula alternativa para o calculo da variancia

central é sempre nulo.

o2 =VAR(X) = E(X?2) - 1

Definicdo: Valor esperado de uma fungédo de uma variavel aleatéria  Definicdo: Desvio padrédo

0

ju(x) f(x)dx se X év.a. continua

Eu(x)=1 = Vo = VAR(X)
> u(x)f(x)= D u(x)Pr(X =x) se X é v.a. discreta omve

todo x todo x

Propriedades — Média e Variancia de constantes e fungdes Funcao Geradora de Momentos (fgm)

lineares T t . .
J'e “f(x)dx se X é v.a.continua

M (t) = E(e¥ )={

Sejam a e b constantes, e X uma variavel aleatdria qualquer.

Entdo: x x , .

L) B By = E00 + b t;Xe f(x)= tgxe Pr(X =x) se X é v.a.discreta
2-)E(@) = a

3-) VAR(a.X+ b) = a2.VAR(X)

4-) VAR(a) = 0

Propriedade — linearidade do valor esperado:

E{a.u(X) + b.v(X)} = a E {u(X)} + b E {v(X)}

Poisson como aproximacédo da Binomial Relagdo entre Momentos e fgm

Se X é Binomial(n, p), onde n é grande e p é pequeno (n > 20 e M x) (0) _ d K M (t) _ E(X k)

n.p < 5), pode-se aproximar as probabilidades Binomiais por dtk t=0

probabilidades Poisson usando uma Poisson com a mesma

média, isto é, usando A = n.p.

Monica Barros




