IND 1115 — Inferéncia Estatistica — Semestre 2008.01
Teste 2 — 05/06/2008
GABARITO

FOLHA DE RESPOSTAS — PREENCHA A CANETA E NAO RASURE!!!

Nos problemas de multipla escolha, marque com um X na folha de respostas a alternativa

que vocé considera correta. O formulario esta no final da prova.

PROBLEMA 1 (35 pontos)

A|B|C|D
Item 1

PROBLEMA 2 (20 pontos)

A|B|C|D
Item 1

Item 2
Item 3
Item 4

PROBLEMA 3 (10 pontos)

Questao discursiva — deixe a resposta junto com o enunciado.

’ PROBLEMA 4 (35 pontos)

Questao discursiva — deixe a resposta junto com o enunciado.
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Problema 1 (35 pontos)

O consumo mensal em minutos por conta de celular numa certa regido é uma v.a. Normal com média 40
minutos e desvio padrdo 12 minutos.

1) Qual a probabilidade de alguém usar o celular menos de 50 minutos?

2) Qual a probabilidade de alguém usar o celular mais de 35 minutos?

3) Quantos minutos por més alguém deve passar no celular para estar entre os 10% que mais usam 0
aparelho?

4) Quantos minutos por més alguém deve passar no celular para estar entre os 5% que MENOS usam o
aparelho?

Toma-se uma amostra de 24 usuarios de celular.

5) Qual a probabilidade do tempo médio de uso na amostra exceder 45 minutos?

6) Qual a probabilidade do maior tempo de uso na amostra ser menor que 55 minutos?

7) Qual a probabilidade do menor tempo de uso na amostra ser menor que 25 minutos?

Respostas

A B C D

Item1 | 0.8333 | 0.2023 | 0.4167 | 0.7977

Item 2 | 0.6615 | 0.3385 | 0.8944 | 0.4167

Item 3 | 59.74 55.38 63.52 | 67.92

Item 4 | 20.26 16.48 24.62 | 12.08

Item5 | 79.77% | 20.23% | 2.06% | 97.94%

Item 6 | 10.56% | 89.44% | 6.86% | 93.14%

Item 7 | 10.56%0 | 89.44% | 6.86%0 | 93.14%

Solucao
X = consumo em minutos — N(40, 144)
1) Pr( X < 50) = Pr X 40 50-40)_ Pr(z <10/12)= @ EA ®(0.8333)= 0.7977
12 12 6
(X =40 3540 =1-Pr(z >-5/12)=1-® =3
2) Pr(X > 35) = 12 12 12

=1-®(-0.4167) = ®(+0.4167) = 0.6615
3) Para ser um dos 10% que mais usam o aparelho, a variavel normalizada é z = 1.2816
Logo:
X —40

=1.2816 & X =40+12(1.2816) = 55.38 minutos

4) Para estar entre 0s 5% que menos usam o celular, a variavel normalizada é z = -1.645 e entéo:
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X —40
12

5) Agora considere uma amostra de 24 usuarios de celular. O tempo médio é uma variavel Normal com

=-1.645 < X =40+12(-1.645) = 20.26 minutos

média 40 minutos e variancia (12)%/24 = 6.
X —40 45-40) _ Pr[Z _ 45-40
V6 V6 V6

=1-®(2.0412) =1-0.9794 = 0.0206

Pr(X > 45) = Pr( j = Pr(Z > 2.0412) =

6) Seja V = Max(Xy, X, ..., Xo4). Entdo Pr(V < 55) = Pr( X; < 55, X, < 55, ..., X54 < 55) e como 0s X;"s

sd0 iid, esta probabilidade é igual a {Pr(X; < 55)}** . Mas:

X,—40 55-40 55-40
1 < ]: Pr(Z <

Pr(Xl<55):Pr[ o o

j: (1.25) = 0.8944

E entdo: Pr(V < 55) = (0.8944)* = 6.86%

7) Seja U = Min(Xy, Xz, ..., X24). Entdo:
Pr(U < 25) =1-Pr(U=>25) = 1- Pr( Xy > 25, X, > 25, ..., X4 > 25) = 1 — {Pr(X; > 25)}** =
=1 - {1-D(-1.25)}** = 1- ®d(+1.25)}** =1 - {0.8944}** = 93.14%

PROBLEMA 2 (20 pontos)

Um computador gera 8 nimeros aleatdrios uniformemente distribuidos no intervalo (0,1).

1) Calcule a probabilidade de que o menor destes nimeros serd menor que 0.1.
2) Calcule o valor esperado do menor destes nimeros.
3) Encontre o valor esperado do maior destes 8 niUmeros.

4) Calcule a probabilidade de que o maior destes nimeros esteja entre 0.8 e 0.9.

A B C D

Item 1 | 0.4305 | 0.5217 | 0.4783 | 0.5695

Item 2 | 0.1111 | 0.2222 | 0.1250 | 0.1000

Item 3 | 0.9999 | 0.8888 | 0.8750 | 0.9000

Item4 | 0.2627 | 0.8322 | 0.0000 | 0.5695

Solucgéo

1) A densidade do menor dos 8 nimeros € uma Beta com parametros 1 e 8. Isto €, se Y denota este
ndmero temos:
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ik (1-y)" =8(1-y)" onde O<y<1

f=rorg? Y =g

A probabilidade deste nimero ser menor que 0.1 é:
0.1

Pr{Y <0.1} = J'8(1— y)' dy

0

Faca a mudanca de variavel: t=1-y=dt=-dyesey—>0.1,t—> 0.9 esey— 0,t— 1. Logo:
0.9 1
1
PY<01}= [8t'(~dt)=8[t'dt=t"| =1-(09) =0.5695
1 O 0.9
2) Calcule o valor esperado do menor destes nimeros.
Y é Beta (1,8) e portanto seu valor esperado é 1/(1+8) =1/9 =0.1111

3) Seja W o maior destes 8 numeros. Entdo E(W) = 8/(1+8) = 8/9 = 0.8888

4)Pr(0.8<W<0.9)=?
A densidade de W é:

f(w)= —FS)WH (l—W)H = %W =8w’ onde O<w<1

0.9
Pr(0.8<W <0.9) = [ 8w'dw=w’ 82 =(0.9)"~(0.8)’ =0.2627
0.8 )
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PROBLEMA 3 (10 pontos)

Seja X uma variavel aleatéria lognormal(y, °).
Mostre que E(X) = exp( n + 02/2)

Dica: Lembre-se da funcao geradora de momentos de uma variavel Normal. Se Y é Normal
(u, 6°) entdo sua fgm é: M(t) = exp(p.t + 6°t*/2)

Solucédo

Pode-se escrever X como exp(Y) onde Y é Normal(y, 02). Ent&o:

E(X)=E(e)=M, @) :exp{,u(l)jL#}:exp{

Lo
T

PROBLEMA 4 (35 pontos)

Vocé quer montar um portfolio com dois ativos que tém as seguintes caracteristicas:
Ativo A: retorno médio = 3.5%, d.p. retorno = 6%
Ativo B: retorno médio = 1%, d.p. retorno = 2%
1) Calcule o retorno médio do portfolio EM FUNCAO DE w (a proporgéo do ativo A no portfolio). (5
pontos)
2) Calcule a variancia do portfolio expressando-a como uma fungdo de w e p (o coeficiente de
correlacdo ente A e B) (10 pontos)
3) Ache w (o peso do ativo A e, conseqiientemente 1- w, 0 peso do ativo B) que fornece o portfolio de
variancia minima, expressando-o como funcéo de p. (10 pontos)

4) Preencha as células a seguir: (10 pontos)

p w (portfolio de Desvio padrao do portfolio de | Desvio padrédo do portfolio com pesos
variancia minima) variancia minima iguais para os dois ativos
0 0.1000 1.90% 3.16%
-0.2 0.1429 1.76% 2.97%
‘ Solugéo

1) O retorno médio do portfolio €, em qualquer condi¢ao:

E(P) =w.E(A) + (1-w).E(B) = 3.5w/100 + (1-w)(1/100) = {3.5w + (1-w)}/100

2) A variancia do retorno do portfolio € (em termos de w e p, o coeficiente de correlacéo) é:
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VAR(P) = W2VAR(A) + (1-w)* VAR(B) + 2..(1-w) p\VAR(A) \VAR(B) =

=w? (%)2 +(1- W)2 (%)2 +2p.w(1- w)(%) (%) —

6 , 4 24
:sz +W(1—W)2 +W’0'W(1_W) =
:%{36W2 +A(1-2w W)+ 24pw-24p W) =

= %{40W?‘ —24pW* —8W+ 24 p.W+ 4}

3) O portfolio de minimo risco é obtido resolvendo-se:

dVAR(P)
dw

w(80-48p)=8-24p

wo 3724p
80-48p

0= 80w—48pwW—8+24p =0

4)
O desvio padrao do portfolio €, em qualquer caso:

dp(P) = ﬁ\/mwz —24pW —8wW+24pW+ 4

Se p =0 entdo w = 8/80 = 1/10

p w (portfolio de Desvio padréo do portfolio de | Desvio padrdo do portfolio com pesos
variancia minima) variancia minima iguais para os dois ativos

0 0.1000 1.90% 3.16%

-0.2 0.1429 1.76% 2.97%
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Formulario 7

IND 1115 - Inferéncia Estatistica
Profa. Ménica Barros
FORMULARIO P2

Nome Densidade ou Funcdo de Probabilidade Média Variancia fgm
Uniforme 1 a+b PR Nao é util
f(x)=—— sea<x<b 2= M
b-a 2 12
Exponencial | f () = 1. exp(~A.x) ondeA>0 e x>0 /A ux A ) etea
A -
Gama a a-1 a
. a a B
’Bix.e’ﬁx, onde x> 0 — — (ﬁ) set<fp
f(X)=1 I(a) B B
0sex <0
Qui-Quadrado n 2n ni/2
L 1 /
f(X)=———F—<Xx% & — set<1/4
o2 r( ”) 1-2t
)
Bi ial . .p.
inomial £ ()= Pr(X :X)z[nj P p) " = n! o () n.p n.p.q (pet +q)"
X xI(n—=x)!
parax=0,1,2,...,n
Hipergeométrica [rj[N _ rj ( r j ( r j{l rYN=n Nao é util
n| — "N _N)(N —1}
X\n-x N
f(x)=Pr(X =x) =~~~/
N
Geometrica | f (n)=Pr(X =n)=(1-p)""p onde n=1,2,3, .... Up P’ M (1) = P2
T 1-ge'
Poisson QX et A A .
Pr(X =x)= f(x)=""~— ondex = 0, 1, 2, ... E(e™) = e
X!
Binomial . r/p r.q/p?
Negativa X = fxer t )
gativ. f(x)=Pr( X :x):(r lJ.p .q M(t):( pet]
- 1-ge
onde x =r,r+1,r+2 ...
Resultados Mateméaticos
Série Geométrica
~ k 2 3 1
Y a‘=1l+a+a’+a’+...=—— desde quelal<1
k=0 1-a
Teorema Binomial
(a+b) = Z(n]a"b”"‘ onde a e b sdo nimero reais e k, n sdo inteiros > 0
k=0
Série de Taylor da Exponencial o ((yk x2 ¥ XX
e" =Z(j=1+x+++...++ ......
=L k! 21 3 k!

Funcéo de Distribuicao (F(x))
1) FX) =Pr(X<x)
2) 0<F(X<1
3) F(x) é uma funcdo ndo decrescente
4)  Lim F(x) = 1 se X >+«
5) LimFX) =0sex— -«

Relacdo entre densidade e funcado de distribuicédo

f(x)=

Se X é uma v.a. continua, F(x) é continua. Se X é discreta, F(x) é descontinua

dF (x)
dx
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Definicdo: k-ésimo momento

Ix" f(x)dx se X é v.a.continua

> xf(x)= D x*.Pr(X

todo x todo x

E(x*)
se X é v.a. discreta

Definicdo: k-ésimo momento central
_[(x —u).f(x)dx se Xév.a.continua
E(x - ) )=1{> k
> (c-uf 100= X (-
todo x

todo x

u) .Pr(X =x) se X é v.a. dis

Em particular, se k = 1: E(X — ) = 0, ou seja, 0 primeiro momento
central é sempre nulo.

0

ju(x) f(x)dx se X év.a. continua

*”Z u(x).f(x) tOdzo“xu(x)Pr(X

todo x

=x) se X é v.a. discreta

Formulario 8

Definicdo: Média ou Valor Esperado de X

_[x. f(x)dx se X év.a.continua

> xf(x)= D xPr(X
todo x

todo x

#=E(X)

se X é v.a. discreta

Defini¢do: Variancia

©

J'(x—y)z.f (x)dx se X continua

,ﬂ)z) % 2
> (-t (0= 3 (x

todo x
Férmula alternativa para o calculo da variancia

creta @ =VAR(X)=E((X

—u)’ Pr(Xx

=x) se X discreta

=VAR(X) = E(X?) - 1
Defini¢cao: Desvio padrao

o=+o? =

AR(X

Defini¢cdo: Valor esperado de uma fungcé@o de uma variavel aleatoria

Propriedades — Média e Variancia de constantes e fungdes
lineares

Sejam a e b constantes, e X uma variavel aleatdria qualquer.
Ent&o:

1-) E(aX + b) = a.E(X) + b

2-)E(@) = a

3-) VAR(a.X+ b) = a®2.VAR(X)

4-) VAR(a) = 0

Propriedade — linearidade do valor esperado:

E{a.u(X) + b.v(X)} = a E {u(X)} + b E {v(X)}

Poisson como aproximacédo da Binomial

Se X é Binomial(n, p), onde n é grande e p é pequeno (n > 20 e
n.p < 5), pode-se aproximar as probabilidades Binomiais por
probabilidades Poisson usando uma Poisson com a mesma

média, isto é, usando A = n.p.

Combinagdes Lineares de variaveis INDEPENDENTES

Sejam X1, Xz, ..., Xn independentes com médias p, W, ...
Gz y e Gn .

n
Seja: Y = 4, +Zaixi

i=1

, Ly € variancias 2,

Funcao Geradora de Momentos (fgm)

I e*f(x)dx seX év.a.continua

M (t) = E(e* )={
> e f(x)= D e™.Pr(X =x) se X é v.a.discreta
todo x todo x
Relacdo entre Momentos e fgm
d*M (1)
M ©(0) = =E(X*
O="gx | _g=EX"

A varianciade Y é:

VAR(Y) = a’VAR(X,) =) a’.c}
i=1 i=1

onde VAR(X;) =07
EafgmdeY é:
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Formulario 9

E(Y)= E(aO +Zn:ai.xij =a, +Zn:ai_E(xi) - M, (t)= E(etY )= E(e‘(a‘)*alxl*'"*anxn))

Entdo, a média de Y é: i-1 = E(e‘aoetalxl.me‘anxn ):
: tay tay X ta, X,
=a,+ Y 8. onde s, = E(X,) = e E[e™"..e%)
=1 e como consequéncia daindependéncia

— etao E(etalxl )E(etazx2 )...E(eta"x" ):
e®M, (ta,)M, (ta,).M, (ta,)

Combinagdes Lineares de varidveis DEPENDENTES

Suponha que as médias e variancias dos X;”s s&o como no caso anterior, mas agora eles sdo DEPENDENTES, de tal forma que: COV(X;, X;) =
COV(X;, X)) = pj.ci.c; onde p; é o coeficiente de correlagdo entre X e X;.

Seja Y definido como acima.

Y :a0+zn:aixi

i=1
Entéo E(Y) é o mesmo que no caso de variaveis dependentes, MAS:

VAR(Y) = _Zn:aiZ.VAR(xi)+Zn:iaiajcov (X, X))

i-1 j=1

n n n
=Y alo’+>.> aa;po0; ondeno20.termoi # ]
i1 i-1 -1

onde p; € o coeficiente de correlagdo entre X; e X;

Portfolio

Combinacéo linear de ativos onde soma dos pesos = 1. Nos nossos exemplos estamos supondo que todos 0s pesos Sdo positivos.

A média e a variancia do portfolio podem ser obtidas diretamente das expressdes acima para combinagdes lineares de variaveis dependentes. NOTAR
que, acima no termo da covariancia aparecem a;.a; € a;.a;.

Funcédo Gama Propriedades da Funcdo Gama
) 1) I'(n) = (n-1).'(n-1) paran>1
— | o1 -t 2) I'(n) = (n-1)! se n é inteiro > 1
[(a)=[t*tetdt 2 10=0D!

4) r@) =z

0

Padronizacdo de uma variavel aleatéria
Se X tem média a e variancia b® entdo Z = (X-a)/b tem média 0 e variancia 1. Se, além disso, X é Normal, Z também é Normal.

Calculo de probabilidades para variaveis Normais
Se X é uma variavel Normal com média p e desvio padréo o entéo:

Pr(asxsb):Pr(a_”sX_”sb_”jzpr(a_”szsb_”)zm[b_”j—m[a_”j

o o (o (e o

Simetria da tabela da N(0,1)

O(-2) =1-D (z) sez>0

Combinacgdes Lineares de Variaveis Normais
Q Sejam Xy, X,, ...., X, variaveis aleatdrias independentes, onde X; ~ N( i, o) eseja¥Y =X, + Xo + ... + X, .
Q Entdo Y tem distribuigdo Normal com média p, e variancia ,® dadas por:

w=-Su e ol-3o
i=1 i=1

Casos particulares: se todos os X;”s acima s&o iid com média u e variancia ¢ entéo a soma é Normal com média n.u e variancia n.c” e
a média amostral € Normal com média p e variancia o?/n.

Densidade Lognormal
Se X é N(u, o®) entdo Y = e* é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( pn + c%/2) e

VAR(Y) = exp(2,u+02).(e“2 —1)

Teorema — Relacgdo entre Unif(0,1) e Beta

Sejam X1, X2, ... , Xn variaveis aleatérias independentes com densidade Unif(0,1). Seja Yr o r-ésimo nimero ordenado dentre os valores observados de
X1, X2, ..., Xn (Por exemplo, Y1 é o menor dentre os Xi"s, Y2 é 0 20 menor, ..., Yn é o maior deles). Entdo Yr tem densidade Beta com parametros r e
n—r+1.

Monica Barros




Formulario 10

Densidade B’(eta )
I'im+n

f(X)=——— %

= Fmir)

Se X ~ Beta (m, n) entéo:

X" T1-x)"" onde0<x<1em,ninteiros>1

m

E(X)= m+n

VAR(X) = mn .
(m+n+1) (m+n)

E(X") = I'(k+m)['(m+n)
'(mI°(k+m+n)
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Tabela — Funcéao de Distribuigcdo N(0,1)

z D(2) z D (2) z D (2)
0,0000 50,00% 1,0000 84,13% 2,0125 97,79%
0,0200 50.80% 1,0100 84.38% 2.0200 97.83%
0,0300 51.20% 1.0167 84.54% 2.0300 97.88%
0,0400 51.60% 1.0250 84.73% 2.0400 97.93%
0,0500 51,99% 1,0500 85,31% 2.0412 97.94%
0,1000 53,98% 1,0553 85,44% 2.0500 97.98%
0,1500 55,96% 1,1000 86,43% 2,1000 98,21%
0,2000 57,93% 1,1180 86,82% 2,2000 98,61%
0,2236 58,85% 1,1475 87,44% 2,2361 98,73%
0,2500 59,87% 1,1500 87,49% 2,3000 98,93%
0,3000 61,79% 1,1553 87,60% 2,3263 99,00%
0,3015 61,85% 1,2000 88,49% 2,3333 99,02%
0,3475 63,59% 1,2060 88,61% 2,4000 99,18%
0,3492 63,65% 1,2200 88,88% 2,5000 99,38%
0,3500 63,68% 1,2500 89,44% 2,5500 99,46%
0,4000 65,54% 1.2700 89.79% 2,5628 99,48%
0.4167 66.15% 1,2816 90,00% 2,6000 99,53%
0,4307 66,67% 1,3000 90,32% 2,6500 99,60%
0,4500 67,36% 1,3333 90,88% 2,6667 99,62%
0,5000 69,15% 1,3750 91.54% 2,6833 99,64%
0,5500 70,88% 1,4000 91,92% 2,7000 99,65%
0,5774 71.81% 1,4468 92,60% 2.7500 99.70%
0,6000 72,57% 1,4500 92,65% 2,8000 99,74%
0,6250 73,40% 1,5000 93,32% 2,9000 99,81%
0,6500 74,22% 1,5500 93,94% 2,9500 99,84%
0,6667 74,75% 1,5811 94,31% 3,0000 99,87%
0,6708 74,88% 1,6000 94,52% 3,1000 99,90%
0,7000 75,80% 1,6450 95,00% 3,1500 99,92%
0,7500 77,34% 1,6667 95,22% 3,2000 99,93%
0,8000 78,81% 1,7000 95,54%

0,8333 79.77% 1,8000 96,41%
0,8500 80,23% 1.8500 96.78%
0.8666 80.69% 1,9000 97,13%
0,8944 81,45% 1.9500 97.44%
0,9000 81,59% 1,9600 97,50%
0,9167 82,03% 1,9800 97,61%
0,9500 82,89% 2,0000 97,72%
0,9500 82,89% 2,0100 97,78%
0,9750 83,52%

0,9800 83,65%

0,9900 83,89%

Formulario 11
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