ENCE - CALCULO DE PROBABILIDADE II
Semestre 2009.01 - Profa. Monica Barros

Lista de exercicios 1 - SOLUCOES (PARTE)

Problema 1

Sejam X e Y v.a. continuas com densidade conjunta:
fx,y)=cy’+2xy 0<x<1,0<y<]1

a) Encontre a constante c que faz desta expressao uma densidade.
b) Encontre a densidade marginal de X.

c) Encontre a densidade marginal de Y.

d) Encontre a densidade condicional de X dado Y = vy.

e) Encontre a média condicional de X dado Y =y.

f) Encontre a variancia condicional de X dado Y = .

g) Faca o grafico da média condicional de X dado Y = y versus y (a

curva de regressao).

h) X e Y sao independentes.

Problema 2

Considere a seguinte densidade conjunta:

flx, y):i.e_ylz, x>0,y>x



a) Ache a densidade marginal de X.
b) Ache a densidade marginal de Y.
c) CalculePr( X >1 Y < 4)

Dica:

Iu.e““du = .(u —lj
a a

Problema 3
Suponha que a densidade conjunta de X e Y é dada por:

kxy(4—x—y) se0<x<2e O<y<l
flx,y)=

0 do contrario

a) Ache k que torna esta expressao uma densidade.
b) Calcule a média condicional de X dadoY =yonde0 <y < 1.
c) Faca o grafico da média condicional de X dado Y = .

d) Calcule a variancia condicional de X dado Y = y onde 0 < y <
1.

Problema 4
A densidade conjunta de X e Y é:

Xy

f(x,y):kx.e_? se 0<x<3 ey>0



a) Ache k que faz desta expressao uma densidade.
b) Ache a densidade condicional de Y dado X = x.
c) Ache a média condicional de Y dado X = x.

d) Ache a variancia condicional de Y dado X = x.
e) Ache a densidade condicional de X dado Y =y.

f) Calcule a média condicional de exp(tY) dado X = x. Sob que

condicoes este momento existe?

Problema 5

Sejam Xi, Xz, X3 e X4 iid Expo(A). Usando os resultados da aula 4 e a
formula da convolugdo, encontre a densidade de Y = X; + X2 + X5 €
de W = X; + X5 + X3 + X4.

Problema 6

Sejam Xj, Xz iid Expo(LA). Qual a densidade de X; dado a soma de X;

e Xz?
Solucao
Seja Z = X1+ Xs.

Pela formula do convolugao:



f, (z)= ]i/i.exp{— AxJA.expl= A(z — x)}kdx = j/l exp{— A.x}A.exp{- A.(z — x)}dx =

Z
= z.e‘“jdx =V .ze™ paraz>0
0

Note que a integral na férmula da convolugdo se transformou numa
integral em (0, z) pois se uma das variaveis ultrapassasse z (o valor
da soma), a outra se tornaria negativa, o que ndo pode ocorrer

quando ambas as variaveis sdao Exponenciais.

A densidade de X; condicional ao valor da soma é:

.z =2) = fle,x, =2-x) - e fe~ M)
Iz () I (z) oo

f(xl|Z=Z)=

Ae™ 1
=————=—  para 0<x,<z

Pze ™ 2

Ou seja, DADO o valor da soma Z = z, X; & Uniforme no intervalo

(0, z), onde z é o valor da soma Z = z.

Problema 7

Sejam X;i, X, iid Poisson(A). Qual a funcao de probabilidade de X;

dado a soma de X; e X5?

Problema 8
Sejam Xy, Xz iid Binomial(n,p).
a) Mostre que a soma de X; e X2 é Binomial(2n, p).

b) Qual a funcdo de probabilidade de X; dado a soma de X; e X5?



Problema 9

Seja X uma v.a. Geom(p) com funcao de probabilidade dada por:
f(x)=Pr(X =x)=¢*'.p parax=12,.. ondeq=1-p

Encontre Pr(X =4 | X 2> 1)

Problema 10

A funcao de probabilidade conjunta de X e Y é dada na tabela a

sequir:

Yl

1 2/18 | 6/18 | 2/18

2 2/18 0 1/18

3 0 3/18 | 2/18

a) Calcule E(X | Y =]j) paraj=1,2,3

b) Calcule E(Y | X =i) parai =1,2,3
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c) X e Y sao independentes? Se nao, calcule a covaridncia e o

coeficiente de correlagao entre X e Y.

Problema 11
Seja X uma v.a. Expo(A). Mostre que E(X | X > 1) =1+ 1/A.

Dica:

ju.e““du - .[u —lj
a a

Solugao

Em primeiro lugar é preciso determinar quem é a densidade definida
apenas no intervalo (1, o). Note que esta precisa ser uma densidade

propriamente dita, ou seja, integrar a um.

Entdo precisamos achar uma constante c tal que:

(oo}

J‘c./l.e"bcdx =ls cj./l.e"i‘xdx =l ePr(X >1)=1
1 1

A A

sceoloc=1/le? @ c=e?

Logo, a densidade Exponencial definida a partir de 1 é:
f(x)=e* Ae ™ parax>1

Para encontrar o valor esperado desejado:

oo

it —-A.x
EX1X>1)= jx.e’l./i.e_l"‘dx = el./lj xe Mdx = e’l./i{e (x + Lj}
1 A A

1 —

erafort it (14




Problema 12

Seja X uma v.a. Uniforme(0,1). Ache E(X | X < 1/2).

Solugao

A solucao é analoga a do problema anterior.

Qual sera a nova densidade, agora restrita ao intervalo (0,1/2)?
A densidade original ¢ 1se 0 < x < 1.

A nova densidade, restrita a (0, 2), é tal que:

1/2 1/2 c
jc(l)dx:u:»c.x oS- 0=lec=2
) 0 2

Logo, a nova densidade (restrita ao intervalo (0,1/2)) é:
f(x) = 2 se 0< x < 2, ou seja, € a densidade Unif(0, ).
A média condicional desejada é apenas:

172
0

1/2 2 1/2
E(X | X < 1/2) = jzx.dxzzx _ 2 1
0 20 4

Problema 13

A densidade conjunta de X e Y é dada por:

.
f(x,y)ze— se 0<x<y ey>0
y

a) Ache a média condicional de X dado Y = .

b) Ache a variancia condicional de X dado Y =y.



Solucao

O dominio da densidade conjunta é a regido mostrada a seguir:

 y \ y:x
N

O primeiro passo é encontrar a densidade condicional de X dado Y =
y. Esta é dada pela razdo da conjunta pela marginal de Y.

A marginal de Y é:

e’

)’e—y
fy(Y)=_[—dX =y——=e¢ paray>0
0o Y y

Ou seja, a marginal de Y é uma Exponencial com média 1.

A densidade condicional de X dado Y = vy é:

fl,y) e’y 1
I = = —_ —
fxty) o) e

para0<x <y

Ou seja, DADO Y = vy, X é Uniforme no intervalo (0,y).

E qual a sua média condicional? Pelos resultados da Uniforme, é y/2.

Faca as contas para confirmar! Ou seja, E(X| Y =vy) = y/2.

Analogamente, pelas propriedades da densidade Uniforme,



VAR(X | Y = y) = y?/12 (comprove!)

Problema 14
Sejam X1, er X3 iid Unif(0,1).

a) Usando os resultados da aula 5 e a formula da convolucao,
ache a densidade de Y = X; + X, + Xs.

b) Calcule Pr(X; + X2 + X3 < 2)

Problema 15

Suponha que X; é escolhido aleatoriamente em (0,1), X, é escolhido

aleatoriamente em (0,X1) e X3 escolhido aleatoriamente em (0, X>).
a) Ache a densidade conjunta de Xj, X3, X3.

b) Ache a densidade marginal de Xs.

Problema 16

Sejam X e Y iid Unif(0,1). Mostre que a densidade condicional de x
dado Z = X + Y é Unif(0,z) se 0 <z<1eUnif(z-1,1)sel1 <z < 2.
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