ENCE — CALCULO DE PROBABILIDADE II
Semestre 2009.01 — Profa. Monica Barros

Lista de exercicios 2 — solugoes

Problema 1

Suponha que X tem distribuicdo Beta com parametros a e b. Mostre que Y = 1- X tem
distribuicdo Beta com parametros b e a.

\ Solugao

Note que X é definida no intervalo (0,1) e portanto Y também é. A funcdo ¥ = 1 — X é
injetora, e podemos aplicar o método do Jacobiano.

Xx=1-y=dx/dy =-1 = |]| = | dx/dy| = +1

I(a+0b) (1= )y = La+b) ,,

I(a)(b) “T()r®) y"(1-y)"" que é a densidade Beta(b,a)

g(y)=

Problema 2

A densidade Weibull é freqlientemente usada para modelar a duracdao de sistemas
eletronicos, e é dada por:

lmx’"_lex —ﬂ sex>0
flx)={a ™

0 do contrario

onde o e m sdo constantes positivas.

a) Ache a densidade de Y = X"
b) Encontre E(X¥) para todo inteiro positivo k.

Dica: Funcao Gama

=

[(4)=[t*"e"dr onde’>0

0

\ Solugao

a) Como x > 0, a fungdo Y = X™ & injetora para qualquer m > 0 e assim podemos usar o
método do jacobiano. Entdo X = (Y)Y™ e dx=(1/m)(y)™'dy e a densidade de y é:

g(3)=Lm ) eXp(_—yj- = éexr{%“yj

o
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ou seja, Y é Exponencial com média a.

1

k o k
b) E(Xk): E{[YMJ ]: E(yk/m):J'ym le—y/ady
a
0
Faca a mudanca de variaveis t = y/o e entdo y = o.t e dt=dy/o. Logo:

a m

< k koo k k
E(Xk): E(Yk/m): j(a[)ﬁ {le_l‘ (Oldt)} :amjtm.e—fdt — aml"(&_i_lj
0 0
Por exemplo, se k =1:
L1
E(X) = a’"l“(—ﬂj
m
Sek=2
n_ (2
E(X) = a"T] —+1
m

Etc...

Problema 3

Seja X uma v.a. continua com densidade:

f()c)zi x>1

4
X

Encontre a densidade de Y = 1/X.

\ Solugao

A funcdo inversa é:
X = 1)y = dx/dy = -1/y* = |J| = | dx/dy| = +1/y?

Note que, como X > 1, quando X tende a infinito, Y tende a zero, e se X tende a 1, Y
também tende a 1. Logo, o dominio da densidade de Y é (0,1).

g(y):3.y4(%j=3y2 se 0<y<l
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Problema 4

Seja X uma v.a. continua que mede o preco por minuto (em centavos) de chamadas
originadas de celular num certo plano.

f(=—xe(10,30)
X
Seja Y o volume de minutos falado (consumido) por um usuario por més, e suponha que:

Y = {(305)5 +100}
X

a) Encontre a constante que faz de f(x) uma densidade.
b) Encontre a densidade de Y.

Solugao

a) A constante que define a densidade pode ser encontrada através de:
30 c¢f 1 1 c| 1 1
=t o ([~ Tow e [ L
10 41(30)" (10) 41(10)" (30)
¢ [ 800000 200000 2 { 2 }
& — s(=¢C s(=¢ T(=¢C =le
4 181(10) 81(10) 81(10) 81000

c =&;OO = 40500

30

c c
I—de = 4
X —4x

b) funcdo que relaciona X e Y é injetora, portanto podemos usar o método do
Jacobiano.

A transformacdo inversa é:

30)° 30)° 30)° 0
Y = ¥+100 <:>¥=Y—100<:>X5= (30) X = & s
X X Y ~100 (¥ 100)

& X =30(y -100)""”

Note que o intervalo de valores possiveis para Y é (101, 343).

A derivada da funcdo inversa é:

dx -1 ~6/5 6
E 30 = |(y-100)" = —2
dy ( 5 j( ) (y—100)""

Note que o Jacobiano é negativo, e portanto devemos utilizar seu modulo.
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(= 20500 6 | 40500y ~100) 6 ~
305 (Y _ 100)6/5 ‘ 305 (Y _ 100)6/5
Y -100
243000

= < onde 101<y <343
(30) (Y —100)"”

\ Problema 5

Seja X uma v.a. continua com densidade:
f(x)=2.x.exp(-x>) onde x>0

Mostre que a densidade de Y = X? é Exponencial com parametro 1.

\ Solugao

Podemos usar o método do Jacobiano pois na regido x >0 a funcdo Y = X? é injetora. A
transformacao inversa é:

x:ﬁ:yl/zjﬂzL
dy

2y

1

=€

2y

Ou seja, Y é uma variavel Exponencial com média 1.

-y

g(y)=2\/;.e_y para y >0

Problema 6

O tempo médio de espera até que a sua ligacdo seja atendida por uma central de
atendimento é uma variavel Exponencial com média 3 minutos.

Duas pessoas esperam, de maneira independente, para serem atendidas pela mesma
central. Seja T o tempo total de espera das duas pessoas, ou seja, a soma dos tempos de
espera individuais.

Usando a férmula da convolugao encontre a densidade de T e calcule:

1) A probabilidade do tempo total de espera ultrapassar 6 minutos.
2) A probabilidade do tempo total de espera ser menor que 4 minutos.

Dica:

ENCE — Teoria da Probabilidade II — Profa. Ménica Barros



1—e™ (1+kb)

x.e “dx =

O C— >
=
(3]

\ Solugao

X; = tempo de espera da 1°. pessoa, € Exponencial com média 3 minutos, isto é, A = 1/3. X,
€ o0 tempo de espera da 2°. pessoa, que € independente de X; e tem a mesma densidade.

T = X; + X, é o tempo total de espera.

Pela formula da convolucao, a densidade de T é:

w tl —X 1—[—)\’,, l—r,t
g(t):,[,wﬁ(xl)'fz(t_xl)dxl:,[056 ./3‘56( )”dxlzge /z'[odxl

t/3

gt)= ét.e' onde t >0

I 6
Pr(T > 6) = jlt.e_’/3dt = {1 —~ jlt.e"“dt} =
)9 9

0

1= A+6/3)] L Lpar a e
1)=1 9{ 73 }_1 9{9[1 37 |} =

=1- [1 - 3.e-2] =+3.¢72 =0.4060

4
Pr(T < 4) = j ét.e””dt =

0

2 21{1_6—4/3(1.24/3)}21{9{1_76—4/3 }}:
9 (1/3) 9 3

413
7

—1-

=1-0.6151=0.3849

Problema 7

O numero de clientes que entram numa loja num dia qualquer é uma variavel Poisson com
média 10. A quantidade de dinheiro gasta por um cliente € uma variavel Uniforme(0,150).

Encontre a média e a varidncia da quantidade de dinheiro que a loja fatura num dia
qualquer.

\ Solugao

Seja T = quantidade total de dinheiro faturada pela loja num dia
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N
T = ZX , onde X; é a quantidade de dinheiro gasta pelo i-ésimo cliente e N (uma variavel

i=1
aleatdria Poisson) é o nimero de clientes que entram na loja naquele dia.

Vamos supor que os X; ‘s sao todos iid Uniforme(0,150).

Entdo, T € uma soma de um numero aleatoério de variaveis aleatorias.

Ja vimos (vide aula 5) que:

E(T) = E{E[i X,}Nﬂ = E(N.E(X))=E(N).E(X)

VAR(T) = VAR(%‘ Xij = E(VAR(T | N)+VAR(E(T | N)) =

= E(NVAR(X))+{E(X)} VAR(N) =
=VAR(X).E(N)+{E(X)} VAR(N)

Assim, ja que os X; ‘s sdo todos iid Uniforme(0,150), E(X) = 75 e VAR(X) = (150)%/12.
Também, como N é Poisson(10), E(N) = VAR(N) = 10.

Logo:

E(T) = 10(75) = 750 e

VAR(T) = (150)>.10/12 + 10(75)* = 75000

Logo, o desvio padrdo de T &, aproximandamente, 273.86

TEOREMA

6

Seja U uma variavel Uniforme(0,1). Seja X = F(U). Entdo X tem funcdo de distribuicdo F, ou

seja, Pr(X < x) = F(x)

DEMONSTRAGCAO

Pr(X < x) = Pr(F*(U) < x) = Pr( U < F(x)) = F(x) pois U é Unif(0,1) e sua funcdo de

distribuicdo é apenas: Pr(U < u) = udesdeque 0 < u < 1.

Este teorema é muito importante na pratica, pois nos permite simular variaveis aleatérias
com uma funcao de distribuicao F(x) (e densidade f(x) = dF/dx) a partir de variaveis

Unif(0,1), que estdo disponiveis na maioria dos softwares e linguagens de programagao.
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7

Note que a transformacao X = (-1/I).In(U) para gerar uma variavel Exponencial(l) pode ser
interpretada exatamente neste contexto.

\ Problema 8

Seja f(x) = a.x™' para x = 1, onde a é um pardmetro positivo.

a) Use o teorema anterior para mostrar como podemos gerar uma v.a. X com esta
densidade a partir de uma v.a. Uniforme(0,1).

b) Gere 20000 v.a. Uniforme(0,1) no Excel. Use a transformagao do item a) com
parametro a = 2 e faca o histograma das varidveis geradas pelo processo. O
histograma tem o mesmo aspecto da densidade tedrica?

c) Calcule, para a densidade com parametro a = 2, a Pr(1 < X < 2) e calcule
empiricamente a mesma probabilidade, contando quantas das 20000 varidveis
geradas, caem no intervalo (1,2).

d) Repita o item c) para Pr(1 < X < 3).

e) Nos itens c) e d), calcule o “erro” da aproximacao por usar os dados simulados ao
invés da probabilidade real como:

| prob_real - prob_aproximada|

ERRO _ % =|

prob_real |

O erro das aproximacoes € muito grande em c) e d)?

\ Solugao

a) A fungao de distribuicdo acumulada de X &, para qualquer > 1:

F(t)=

Faca U

—a

X

t
J-ax_“_ldx =a.
1

—a

= F(X) = 1-(1/X®) e entdo: X = F1(U) = 1/ = 1- U = X® = 1/(1-U) = 1/(1-U)*?

Esta ultima é a transformagao que deve ser aplicada a uma variavel Unif(0,1) para gerar X
com a densidade indicada.

b) Se a = 2, a densidade de X é f(x) = 2/x* parax > 1.

A transformacdo para gerar variaveis aleatorias a partir da Uniforme(0,1) é:

X = 1/(1-U)"? onde U é Unif(0,1).
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Histograma - problema 8 - item b
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c) A probabilidade real Pr(1 < X < 2) é apenas F(2) para esta densidade, ou seja:

3

2
F(2) =j2x—3dx — = 1—2%
1

Podemos calcular empiricamente a partir dos 20000 valores gerados esta probabilidade,
basta contar quantos deles sao <= 2.

Usando a fungao CONT.SE do Excel econtramos (nesta simulacao) 14915 dos 20000 valores
no intervalo (1, 2]. Portanto, a probabilidade desejada é aproximadamente 14915/20000 =
0.74575.

d) A probabilidade verdadeira é agora:

3
FQ3) = jzx-3dx —=1 —3% - g ~().8889
1

Sua estimativa a partir dos dados simulados é novamente obtida pela funcdo CONT.SE, que
aponta 17708 valores <= 3. Logo, a probabilidade estimada é aproximadamente
17708/20000= 0.8854.

O erro percentual da aproximacao ao estimar Pr(1< X< 2) &, neste caso:

| (0.75-0.74575)/0.75 | = 0.57%

O erro percentual da aproximacao ao estimar Pr(1< X< 3) &, neste caso:

| (8/9 — 0.8854)/(8/9) | = 0.39%

Problema 9

Considere a densidade Weibull do problema 2 (e os resultados do problema 2). Como vocé
poderia usar uma v.a. Unif(0,1) para gerar uma v.a. Weibull?
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Solugao

Pelos resultados do problema 2: Y = X™ é Expo(1/a). Logo, podemos facilmente gerar Y
a partir de uma v.a. Uniforme(0,1).

Na verdade: Y = - a.In(U) e entdo X™ = - a.In(U) e assim X = (- a..In(U))*™ .

\ Problema 10

Seja X uma variavel Uniforme(-1,1). Mostre que Y = |X]| é Uniforme (0,1).

\ Solugao

A funcao que relaciona X e Y nao é injetora e assim nao podemos usar o método do
jacobiano, temos que usar o método da funcdo de distribuicdo.

A funcao de distribuicdo de Y € G(y) = Pr(Y < y) = Pr(|X| £y) =Pr(-y < X < +y) =
= F(y) — F(-y) , onde F(.) é a funcao de distribuicao acumulada de X.
Mas, quem é F?

Das propriedades de uma v.a. Uniforme sabemos que:

0 se x<-1
X_

F(x)= (—1):x+1 se-1<x<+1
1-(-1) 2
1 sex>+1

Entdo, olhando sé para a parte que interessa (dentro do intervalo [-1,+1]) temos:

y+l —y+1_ y+1+y-1

G== 2 2

=y para0<y<l1

Esta é a funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. Unif(0,1). Logo, Y é Uniforme(0,1).

Problema 11

A velocidade de uma molécula de gas é uma variavel aleatdria continua V com densidade
dada por:

— 2 Va »,
f(v)=av>.e™™ ,ondeb é uma constante que depende do gdse v >0

Onde a > 0 é uma constante determinada a partir do fato de f(v) integrar a 1 no intervalo
(0, + ). Seja Z a energia cinética da molécula de gas, dada por:
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B mV?

2

Z

Encontre a densidade de Z (vocé pode usar o método do Jacobiano ou o da fungdo de
distribuicao)

\ Solugao

Como V é positiva, a transformagao que relaciona V e Z é injetora. A transformagdo inversa

e.
22z av _ |2( 1 1
V = —_— = — = —_— — | = P
m dz m\ 277 2mZ

A densidade de Z é:

g(Z)=a(3jexp{_b(2Z)}1/21 :aw/%z“ze‘z”””’ , ou seja, é uma densidade Gama,
m m mz m

basta “acertar” os parametros.

Problema 12

A duracao (Y) de componentes eletronicos é as vezes modelada pela densidade Rayleigh,
mostrada a seguir.

f<y>=(ﬂjexp{‘gz} onde y >0

6

Encontre a densidade de U = Y2.

Use o resultado acima para achar a média e variancia de U.

\ Solugao

Note que a funcdo que relaciona Y e U é injetora pois y > 0.
A densidade de U é:
1

£(u)= {%} p(ﬂT _ (%j exp(;;j 1 :gexp(;;j para w0

Ent3o U é Exponencial com média 6.
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Problema 13

Seja Y o numero de clientes que entram numa loja de roupas num shopping num dia. Y é
uma v.a. Poisson com média M onde M é, por sua vez, uma v.a. Gama, pois depende de
coisas como: a localizacdo do shopping, a atividade econdmica do pais, a renda do
consumidor, etc...

Suponha que, numa determinada localidade, M seja uma variavel Gama com média 16 e
desvio padrao 8.

a) Calcule a fungao de probabilidade marginal de Y.

b) Calcule a densidade condicional de Mdado Y =y.

Suponha agora que, noutra localidade, M é uma varidvel Gama com média 16 e desvio
padrao 4.

c) Calcule a funcao de probabilidade marginal de Y.
d) Calcule a densidade condicional de Mdado Y =y.

e) Faca os graficos das densidades de M nos dois casos apresentados.

\ Solugao

Este é basicamente o exemplo 4 da aula 7.

O primeiro passo € descobrir quais os parametros das densidades Gama que estdo sendo
mencionadas no problema.

Nos itens a) e b), M é Gama com média 16 e desvio padrdo 8 (variancia 64). Sejam a e b os
parametros desta densidade. Ent3o:

a

Z=16

b

a 1({a 1
—2=64:>—[—j=64:—(16):64:>64b:16:>b:16/64:1/4=0.25
b blb b

Entao

4 16 4a=16=a=4
1/4

Da aula 7 segue que a func¢do de probabilidade marginal de Y é:
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-2 T[ t ja+y_le_’—dt =
y'I'(a) s\ b+1 b+1

0

a a+y oo a+y-1

T yIN(@)\ b+1

b* 1\ b'T(a+y)
= — | T =
y!F(a)(b+1j (a+y) y!T(a)(b+1)"

E substituindo os valores de a e b acima leva a:

b'Tlaty) _ (/4)T(+4) _ 1 <y+3>![4y+4
=Pr(Y = y) = = = 5)
fy () =Pr(Y =y) yID@)(b+1)"  yIC4)(5/4)* (256)6) ! \5

_ 1 256(y+3)(y+2)(y+1)y![ijy:

(256)(6) 625 y! 5
_+ 3)26;52))@ +D (gj paray=0,1,2,3,.....

O grafico desta funcao de probabilidade paray =0, 1, ..., 60 é mostrado a seguir.

Problema 13 - item a - Fungao de Probabilidade Marginal de Y (paray =0, 1, 2, ... 60)
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- I
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B Pr(Y=y) item a

b) A densidade condicional de M dado Y = y &, pelos resultados da aula 7, Gama(a + v,
b+1). Ou seja, neste caso, M dado Y = y é Gama(y+4, 5/4).
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c) Novamente o primeiro passo & encontrar os parametros que definem a densidade
Gama. Analogamente ao item a):

M é Gama com média 16 e desvio padrao 4 (variancia 16). Sejam a e b os parametros desta
densidade. Entdo:

a

=16

b

a 1({a 1
—2=16:—[—j:16:>—(16):16:>b:1
b b\ b b
Entao
%:16341:16

Logo, M tem uma Gama(a = 16, b =1 ) neste caso.

b'T(a+y) I(y+16)  (y+15! 1
=Pr(Y = y) = = =
fY (y) I‘( y) y!F(a)(b + 1)a+y y!r(16)(2)y+16 y! 15!(2)y+16

paray=0,1,2,3,.....
O grafico desta funcao de probabilidade é

Problema 13 - item c - Fungao de Probabilidade Marginal de Y (paray =0, 1, 2, ... 60)
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BPr(Y=y)itemc

d) A densidade condicional de M dado Y = y é, pelos resultados da aula 7, Gama(a + v,
b+1). Ou seja, neste caso, M dado Y = y é Gama(y+16, 2).

e) Os graficos das das densidades Gama(4,0.25) e Gama(16,1) sdo mostrados a seguir:
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Densidades Gama(4,0.25) e Gama(16,1)

0.12
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—Gama(4,0.25) ——Gama(16,1)

Problema 14

Considere o problema anterior.

Suponha ainda que, dado M = m, Y é Poisson(m), mas agora M é uma variavel DISCRETA
com a seguinte funcao de probabilidade:

m | Pr(M=m)
2 0.4
3 0.3
4 0.2
5 0.1

a) Qual a funcao de probabilidade marginal de Y?

b) Qual a funcdo de probabilidade condicional de M dado Y = y?

\ Solugao

Veja o exemplo inicial da aula 8.
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Para conseguir escrever de maneira apropriada a conjunta de M e Y e, em seguida,
calcular o que foi pedido no problema, é interessante lembrar a notagao de indicadores:

1 se me A

1 =
2 (m) {O se m¢ A

Entao podemos escrever a fungao de probabilidade de M como:

fM (m) = O4I{m:2} + 0.3I{m:3} + 021{m24} +0. 1I{m:5}

Logo, a fungao de probabilidade conjunta de Y e M é dada por:
f(ym) = f(|m).f, (m)

-2 y -3 y —4 y -5 y
f(ym)=041,_, @) +0.31,,_, Q) +0.21,, @ +0.11,, 2 )
y! y! y! y!

paray=0,1,2,3,...e m=234,>5

A marginal de Y é a soma desta conjunta para todo m, ou seja, € a soma ponderada destas
Poissons para os 4 valores possiveis de M. Seu grafico esta a seguir:

Problema 14 - Funcao de Probabilidade Marginal de Y
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B Marginal de Y
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A tabela contendo algumas probabilidades calculadas para esta marginal esta a seguir.

y Poisson(2) | Poisson(3) | Poisson(4) | Poisson(5) | Marginal de Y
0 0.1353 0.0498 0.0183 0.0067 0.0734
1 0.2707 0.1494 0.0733 0.0337 0.1711
2 0.2707 0.2240 0.1465 0.0842 0.2132
3 0.1804 0.2240 0.1954 0.1404 0.1925
4 0.0902 0.1680 0.1954 0.1755 0.1431
5 0.0361 0.1008 0.1563 0.1755 0.0935
6 0.0120 0.0504 0.1042 0.1462 0.0554
7 0.0034 0.0216 0.0595 0.1044 0.0302
8 0.0009 0.0081 0.0298 0.0653 0.0153
9 0.0002 0.0027 0.0132 0.0363 0.0072
10 0.0000 0.0008 0.0053 0.0181 0.0031

b) a funcao de probabilidade condicional de M dado Y = y?

Note que a funcao de probabilidade desejada explicitara as probabilidades de M = 2, 3, 4, 5
apods observar Y = y. Ela é apenas a conjunta dividida pela marginal de Y.

Por exemplo:
'
Jelr=y= e2(2) e”(3) i e (4) e’ (5) )
0.4 +0.3 +0.2 +0.1
y! ! ! y
0.4e72(2)

T 04e> (2) +0.3¢73(3)’ +0.2¢7*(4) +0.1e°(5)

Analogamente:

0.3¢7(3)’
3lY =y) =
/¢ Y 0.4¢72(2) +0.3¢>(3)" +0.2¢7*(4)” +0.1e7°(5)"
0.2¢7*(4)
41Y = y)=
/¢ Y 0.4¢72(2) +0.3¢3(3)" +0.2¢7*(4)’ +0.1e7>(5)"
FSIY = y) = 0.1¢7(5)

0.4¢72(2)’ +0.3¢>(3)" +0.2¢7*(4)” +0.1e7°(5)"
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Intuitivamente, o valor observado de Y fornece informagdes sobre M. Assim, se
inicialmente (sem observar Y = y), acreditdvamos que a funcdo de probabilidade de M era a
indicada acima, esta “crenca” mudara de acordo com os valores observados de Y.

Por exemplo, se observamos Y = 0:

m Pr(M=m|Y=y)
2 0.7375
3 0.2035
4 0.0499
5 0.0092

Se observamos Y = 4:

m Pr(M=m|Y=y)
2 0.2522
3 0.3522
4 0.2730
5 0.1226

Se observamos Y = 8:

m Pr(M=m|Y=y)
2 0.0225
3 0.1593
4 0.3903
5 0.4279

Verifique os valores encontrados nas tabelas anteriores e calcule as fungdes de probabilidade
condicionais para outros valores de y.

\ Problema 15

Seja X uma variadvel N(u, 6°). Ache a densidade de Y = €*. Y é uma varidvel LOGNORMAL.

\ Solugao

A densidade de X é:

2
f(x)= ! 2exp{ (; ;u)}para,ue\R,xe\Re c’>>0
o o

Seja Y = exp(X). Note que Y > 0. Esta transformacdo € injetora e sua inversa é X = In(Y).
dx/dy = d(In(y))/dy = 1/y > 0 é o jacobiano da transformacao.

A densidade de Y é:

2
—(lny—,u) }l paray >0
y

(y)= ! ex
gy ,—27[0_2 p 207
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Problema 16

Seja X uma variavel Exponencial(A). Ache a densidade de Y = cX, onde c € uma constante
positiva.

\ Solugao

Ambos X e Y sdo definidos nos reais positivos. A transformacdo que os relaciona é injetora e
sua inversa é x = y/c e entdo dx/dy = 1/c.

A densidade de Y é:
-4
e

y

, ou seja, Y tem densidade Exponencial com parametro (A/c).

g(y)= ﬂ-e%(%) 1.4
c c
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