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Problema 1

Seja X uma variavel aleatdria discreta com valores maiores ou iguais a zero. Seja G(s) =
E(s*) a fungdo geradora de probabilidades de X, e suponha que G(s) é finita para todo s.
Seja u um numero positivo qualquer.

Usando o mesmo tipo de argumentos que na demonstracao da desigualdade de Chebyshev
prove que:

Pr(X <u)<

Solugao

Pela desigualdade de Markov, se u(X) € uma fungdo ndo negativa, entdo:
P{u(X)=c}=< E[u(X)]/c

Seja X uma variavel aleatdria discreta com valores maiores ou iguais a zero e G(s) a sua
funcdo geradora de probabilidades. Entdo s* é nao negativa para 0 < s < 1 e podemos usar
Markov para escrever:

Els*
Pr{sX > s”}S(—) ondec>0

u

Mas, podemos escrever:

u

Prfs* > s*}=Prfin(s* )= In(s* )} = Pr{X In(s) = u.In(s)} < Els")
s

Como 0 <s<1,In(s) <0, o que leva a inversao do sinal na desigualdade acima.

Es*) _ GG

u u

N N

Pr{X In(s) > u.In(s)} = Pr{X <u}<

Problema 2

Seja X ~ Poisson(\). Use as desigualdades de Chebyshev e Markov para mostrar que:

Pr(X s&jsi
2 A




Pr(X > 24)<

&=

Solugao (na verdade sao tentativas, nao consegui chegar as respostas corretas)

Se X é Poisson()) entdo E(X) = VAR(X) = A e E(X?) = VAR(X) + A’
Por Markov, como X é uma v.a. ndo negativa:

E(X) A

c

Pr{X >c}<

Por Chebyshev:

2 2

Pr(]X—,u|Sk)21—% e Pr(x -y >k)<Z

Substituindo a média e a variancia da Poisson aqui temos:

2

Pr(x - /1|<k)>1—Z—<:>Pr{—k<X /1<+k}>1—Z—(:>Pr{/1 k<X</1+k}>1—k—

2 2
PrQX—l|2k)S%(:)Pr{X—/ls—k}+Pr{X—/12+k}S%

2
o Pr{X < A—k}+Pr{x 2/1+k}s%

No item a) queremos provar que: Pr[X < %) S%
Use Chebyshev com A%/k? = 4/ e entdo k* = A3/4

Substituindo acima:

{X </1—£}+P {X >ﬂ+£} — =

4
K2

Para A >4, que é o que fornece resultados interessantes acima, a primeira probabilidade
refere-se a X ser menor que um numero negativo, e € zero. Logo:

p WA 4
M=% ("2




Usando Markov com A/c = 4/ A leva a: ¢ = A¥/4 Ent3o:
2 2
Pr XZ& Si:Pr X<& 21—i
4 A 4 A

No item b) faga A/k* = 1/A

Substituindo acima leva a:
3/2 2’2 1 3/2 3/2 1
Pr(x - 4|> 4 )szzzPr{X A2 A X - a<-a }SZ

Se A= 1, a segunda probabilidade do lado direito é a de X ser menor que a de um nimero
negativo, e entdo:

Pr{x - 1> /13’2}3%: Pefx > 2+ A2 }< L = Pefx 2 A1+ v )<

1
) )

Por Markov, fazendo A/c = 1/ A leva a: ¢ = A* .Ent3o:

1

Prix zf}s%:z

Problema 3

Método de Monte Carlo.

Suponha que desejamos avaliar:

1) =] f(x)dx

Seja g(x) uma densidade em [a, b].
Gere Xy, Xy, ..., X, da densidade g(x) e estime I através de:

o1& f(X)
== :
224X
a) Use este exemplo para definir um procedimento para avaliar uma integral definida no
intervalo [-1,+1]




b) Vocé consegue usar este esquema para avaliar:
I(f)= '[xze_xdx
0

c) E para avaliar a mesma integral que acima mas no intervalo (0,2)?

Solugao

a) A forma mais simples de resolver o problema talvez seja definindo g(x) como a densidade
Uniforme no intervalo [-1,+1].

g(x)=— para-1<x <+1

I(f)_nz 1/2 nzf

i=1 i=1

b) Neste caso sabemos que o resultado da integral é a fungdo Gama com argumento 3, ou
seja, 2! = 2.

Precisamos gerar uma amostra de uma densidade definida em (0, + o). Por exemplo,
poderiamos gerar n v.a. da densidade Expo(1), que s3ao geradas facilmente a partir de
variaveis Unif(0,1). Se X;, X,, ..., X, sdo iid Expo(1) entdo podem ser construidas a partir de
Ui, Uy, ..., U, iid Unif(0,1) apenas fazendo a transformagao: X; = -In(U;).

A integral aproximada por Monte Carlo torna-se entao:

f(X I & X exp(=X,) Iy
=1 ;g ) nZ exp(-X,) _nzx

Por exemplo, execute o programa Matlab monte_carlo_lista_5.m que esta em anexo ao
material do curso.

Numa simulagdo com 10 mil observagdes, encontrei como resultado da integral por Monte
Carlo o valor 1.9822 (o valor real é 2), o que significa um erro percentual de 0.89%.

Numa outra simulacdo para a funcao Gama(5) (quais as modificacdes necessarias acima?) e
usando 20 mil observagOes, o valor real é 4! = 24 e a integral simulada por Monte Carlo foi
25.8727, o que corresponde a um erro percentual de 7.80%.

Para esta mesma integral, fiz uma outra simulagao, agora gerando 50 mil observagoes e
encontrei 24.0077 como o resultado da simulacdao de Monte Carlo, um erro percentual de
apenas 0.03%.

c) Agora a simulacao é bastante facil, pois o intervalo da integral é finito, e a amostra gerada
sera da densidade g(x), uma Uniforme(0,2).
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Podemos generalizar esta idéia: se o interesse é avaliar a integral da funcdo Gama no
intervalo (0,t) basta empregar v.a. Uniformes neste mesmo intervalo.

No nosso problema especifico, a integral aproximada por Monte Carlo sera:

s o1& f(X) 2 2% .,
I(f)—zgl/—z—;;f(xi)—;;xi°eXP(—Xi)

Onde os X; sdo iid Unif(0,2). Como cria-los a partir de v.a. Unif(0,1)? E facil. Basta fazer X; =
2.U; onde U; é Unif(0,1).

Abaixo estdao alguns resultados de simulagOes feitas para resolver a integral em c¢). O
programa Matlab para fazer estas simulacdhes estd em anexo, é o Matlab
monte_carlo_lista_5b.m

NUmero de v.a. simuladas | Valor da integral
10,000 0.6441

50,000 0.6465

100,000 0.6473
1,000,000 0.6467
10,000,000 0.6467
Problema 4

Numa certa empresa de computacdo, o salario anual médio dos funcionarios com menos de
5 anos de experiéncia é R$ 36000, com desvio padrdo de R$ 1800. Toma-se uma amostra
de 36 funciondrios com menos de 5 anos de experiéncia. Qual a probabilidade do salario
médio na amostra exceder R$ 365007

Solugao
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E uma aplicacdo tipica to teorema central do limite. A distribuicio dos salarios individuais é
desconhecida, mas desejamos saber algo sobre a distribuicdo do salario médio numa
amostra de tamanho razoavelmente grande, e assim podemos invocar o TCL.

E(X) = 36000, VAR(X;) = (1800)?

E(X)=36000

VAR()?)zwzs dp()?)=@ =300

Pr{X > 36500} = Pr{x —36000 _ 36500 - 36000} _ 1_¢(36500—36000j 1 _cp(sj _

300 300 300 3
=1-®(1.6667)=1-0.9522 = 0.0478

Problema 5

Um elevador pode transportar até 10 passageiros. O peso de cada passageiro é uma
variavel aleatdoria com média 70 kg e desvio padrdao 10 kg. Normas de seguranca
estabelecem que o peso maximo transportado no elevador nao pode exceder 715 kg mais
de 5% do tempo.

a) Qual a probabilidade de que o peso total dos passageiros exceda 715 kg?

b) Encontre o percentil 95% da distribuicao do peso total dos passageiros do elevador. As
normas de seguranca estao sendo obedecidas?

Solugao

A solucdo &, novamente, pelo TCL.

Seja T o peso total. Entdo T é uma v.a. com média 700 kg e variancia 10(10)%.

Prir >715}:Pr{T—700 715—700}z1_¢( 15

> T
10410~ 10410 10710

j =1-P(0.4743)=1-0.6824 =0.3176

A distribuicdo do peso total é aproximadamente N(700, 1000) e seu percentil 95% ¢ 752.01
kg. Isso significa que 5% “do tempo” o peso total ultrapassa 752 kg, o que é claramente
fora das normas de seguranca do elevador. No item anterior nos ja tinhamos uma indicacdo
disso, pois a probabilidade de ultrapassar 715 kg (iesto &, estar fora das normas de
seguranca) era cerca de 32%, bem acima do valor desejado de 5%.

Problema 6

Sejam Xi , Xo , ... , Xo iid N(O, % ).

a) Qual a média e variancia de X? ?




b) Como aproximar Pr{ X;> + X,> + ...+ X,? < x) em termos de ®(.)?

Solugao

2

— tem densidade qui-quadrado com 1 grau de liberdade parai=1,2,..n
o

Logo, sua média e variancia sdo:
X; X;?
E(—fj:l = E(X])=0’ eVAR(—"j:2:> VAR(X])=20"

o’ o’

Ent3o, a soma dos X? “s tem média e variancia:
E (z ij =no’

i=1
VAR(Z Xf} =2no*

i=1

Pelo Teorema Central do Limite, se n for grande podemos normalizar esta soma de tal forma
que ela seja aproximadamente N(0,1).

Seja T = X2 + X2 + ...+ X2 entdo:

T— no? ZXiZ—nO'Z
== =~ N(0,1)

\2no* \2no*

Z

T -no’* x—no?’
\/ 2not - \/ 2not

_ 2
Pr(T <x)= Pr( j = CID(MJ € a aproximacao desejada.

\2no*

Problema 7

Sejam Xi , Xo, ..., X iid N(O, 1).
a) Calcule Pr{ X;* + Xo* + ...+ Xy00> < 120)
b) Calcule Pr{ 80 < X;® + Xo> + ...+ Xi00> < 120)

c) Ache c tal que Pr{ X;* + Xo* + ...+ Xy00> < 100 + c) = 0.95

Solugao

Note que os X’ s&o iid Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade e portanto sua soma é
também Qui-Quadrado.




2 100 120—100 20
Pr{X2+ X2 +..x2 <120}=Pr{y2 <120}=pri 20 < zq{—j:cpz -
Pl + iy <120} P, <120} el 2100 S 120200 3010

=0.9773

2 — —
b)Pr{80< X7 + X2 +..X2, <120}=Pr{80< 42, <120}= Pr{go 100 Ziw ~100 120 IOO}

Jioo © W100 T 4100

~ q{%) = cp(_l_éoj = ®(2)- P(-2)=0.9773-0.0228 = 0.9545

2 — —
o) Pr{X 2+ X2 +..X2, <100+ c}=Priz?, < 100+c}:Pr{ZIOO 100 100+c 100}

Jioo 100

~ cp(ij —095= - =1645=c=1645
10 10

Problema 8

Seja f(x) = 1/x* onde x > 1. Considere uma amostra aleatéria de tamanho 72 desta
densidade e calcule aproximadamente a probabilidade de que mais do que 50 itens na
amostra sejam menores que 3.

Solugao

O problema ndo esta corretamente especificado. A média e variancia dos X’s nao sdo finitas,
nao podemos aplicar o TCL.

Problema 9

O ndmero de acidentes de transito numa estrada € uma variavel aleatéria N com distribuicao
Poisson com média 100. Use a aproximacdao Normal para encontrar k tal que:

Pr( 100 - k < N < 100 + k ) = 0.90

amostra sejam menores que 3.

Solugao

E(N) = VAR(N) = 100 e N pode ser encarado como a soma de 100 v.a. Poisson com
parametro 1, e assim sdo validas as condicdes do TCL.

Pelo TCL:



N—-100 _ N —100
J100 10

¢ aprox. N(0,1)

Pr{lOO—kSNS100+k}:Pr{IOO_k_1OO L N-100 100+k—100}:

10 10 10
= Pr{__k < N -100 < +_k} ~ cp("'_kj - (I)(__kj = ¢(+_kj 1= ¢(+_kj
10 10 10 10 10 10 10

Logo:

2¢(+—kj -1
10

2¢(£j -1=090= @(ﬁj =095= *_ 1.645 = k =16.45
10 10 10

Problema 10

Vocé joga R$ 5 em cada repeticdo independente de um jogo no qual a probabilidade de
ganhar é 50%. Use o Teorema Central do Limite para aproximar a probabilidade de que,
apos 50 jogadas, vocé tera perdido mais de R$75.

amostra sejam menores que 3.

Solugao

Seja X; = +5 se vocé ganha a i-ésima jogada e X; = -5 se vocé perde a i-ésima jogada. As
probabilidades de ganhar e perder sdo iguais, p = q = 2. Entdo E(X;) = 0 e E(X?) = 25(1/2)
+ (25)(1/2) = 25 = VAR(X).

SejaY = X; + X; + ... + X5o 0 total de dinheiro ganho apds as 50 jogadas

Entdo E(Y) = 0 e VAR(Y) = 50(25)

Pelo TCL:

Y-0 _-75-0 175 -3
Pr{Y <-75}=P =~ @ —— |=@| = |=D(-2.1213)=0.0169
iy <=7} r{\/SO(ZS) <¢50(25)} (25\5) (ﬁj ( )

Problema 11

i . - . e Z - .
Seja Z, uma variavel aleatoria Poisson(n). Mostre que a distribuicao limite de Y, =— nog

n

N(0,1).

Solugao
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Este problema é apenas uma aplicacdo direta do TCL, como o problema 9. Se Z, é uma
variavel aleatdéria Poisson(n), ela pode ser pensada como uma soma de n varidveis
Poisson(1) e assim o TCL se aplica a variavel padronizada Y, definida acima.



