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GABARITO

Problema 1

Seja X uma v.a. continua com densidade:

f(x)zi4 parax > 1
X

Calcule E(X | X > 2).

Solucao

Em primeiro lugar é preciso determinar quem ¢ a densidade definida apenas no intervalo (2, o). Note que
esta precisa ser uma densidade propriamente dita, ou seja, integrar a um.

Entdo precisamos achar uma constante c tal que:

2 =3 \oo %)
jc%dx=1:>3cx— =—cx| =l=>—c 0—l =£=1:>c=8
X 3)2 8 8

2

) —

Logo, a densidade definida apenas em x > 2 é:

°°:—12(0—i2j
2 X

g(x):z—j1 para x > 2
X

724 X2 eo
EX| X >2) = |x—Fdx=24 — | =-12x"
X )= x* (—2)2

2

| Problema 2

A densidade conjunta de X e Y é dada por:

f(x,y)=ke_’

se 0<x<2y e y>0

a) Ache a constante k que faz de f(x,y) uma densidade.
b) Ache a média condicional de X dado Y =y.

c) Ache a variancia condicional de X dado Y =y.

| Solugao

A constante k é tal que a densidade conjunta tem integral (dupla) igual a um. Logo:
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2y — o —v oo oo
jfk.ﬁdxdy = jk(zy)idy = [2kle™ Jay =2k [ (e~ Wy =26y = 1= k =172
00 y 0 y 0 0

b) O proximo passo € encontrar a densidade condicional de X dado Y = y. Esta é dada pela razao da conjunta
pela marginal de Y.

A marginal de Y é:
2o e’
=|—dx =2y.—=¢" paray>0
£ () gzy Yoy para y

Ou seja, a marginal de Y é uma Exponencial com média 1.

¢) A densidade condicional de X dado Y =y é:
flx,y) e’ /2y 1

flxly)= = =
Fr(») e 2y

para0<x <2y

Ou seja, DADO Y =y, X é Uniforme no intervalo (0,2y).

E qual a sua média condicional? Pelas propriedades da Uniforme, é y. Faca as contas para confirmar! Ou seja,

EXIY=y)=Yy.
Analogamente, pelas propriedades da densidade Uniforme,
VAR(X | Y = y) = (2y-0)%/12 = 4y?*/12 = y?/3 (comprove!)

Problema 3

O numero de clientes que abastecem num posto de gasolina num intervalo de meia hora é uma variavel
Poisson com média 12. A quantidade de dinheiro gasta por um cliente é uma variavel Uniforme(40,140) e
supomos que os clientes gastam dinheiro de maneira independente uns dos outros. Encontre a média, a
variancia e o desvio padrao da quantidade de dinheiro que o posto fatura num intervalo de meia hora.

| Solugao

Seja T = quantidade total de dinheiro faturada pelo posto em meia hora
N
T = z X, onde X; é a quantidade de dinheiro gasta pelo i-eésimo cliente e N (uma variavel aleatéria Poisson)

i=1
€ 0 numero de clientes que entram no posto naquela meia hora.

Vamos supor que os X; ‘s sao todos iid Uniforme(40,140).
Entdo, T é uma soma de um numero aleatério de variaveis aleatorias. Ja vimos que:

E(T)= E{E(i XJNH = E(N.E(X))=E(N).E(X)

VAR(T) = VAR(i Xl.j = E(VAR(T | N)+VAR(E(T | N)) =

= E(NVAR(X))+{E(X)F VAR(N) =
=VAR(X).E(N)+{E(X)f VAR(N)
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Assim, ja que os X; ‘s sdo todos iid Uniforme(40,140), E(X) = 90 e VAR(X) = (100)%/12.
Também, como N é Poisson(12), E(N) = VAR(N) = 12.

Logo:

E(T) =(12)(90) = R$ 1080 e

VAR(T) = (100)2.(12/12) + 12(90)? = (100)? + 12(90)? = 107200
Logo, o desvio padrdo de T é, aproximadamente, R$ 327,41

| Problema 4

Dado P = p, Y é uma variavel Binomial(n = 6, p). P é também uma variavel aleatdria, com fungdo de
probabilidade dada por:

p | f(p) =Pr(P =p)
0,2 0,15
0,4 0,25
0,6 0,35
0,8 0,25

a) Escreva a funcao de probabilidade marginal de Y.
b) Encontre a fungao de probabilidade condicional de P dado Y = 0.
c) Encontre a fungao de probabilidade condicional de P dado Y = 5.

| Solugdo

Entdo, a funcao de probabilidade de P pode ser escrita como:

fop)=0.15.0, 1, +0.25.0(,_ y+0.35.0 3 +0.25.1

Assim, a funcao de probabilidade conjunta de Y e P é dada por:

6) . .
f(y,p)= (y] P (= ) {0150 o0y +0.25.0;, oy +0.35.0_y +0.25.0 o1 }=
6 ‘ ‘ ‘
- (yj{o.ls(o.zo)y (0.8) I,y +0.25(0.40) (0.6) " Iy, .y +0.35(0.6)" (0.4) " I, +0.25(0.8)" (0.2)" 1{,,:0_8}}
paray=0,1,...6ep=0.2,0.4,0.6,0.8

A funcgao de probabilidade marginal de Y é apenas o somatério desta conjunta para todo p, ou seja, para os
quatro valores possiveis de P.

Entdo, por exemplo:
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Pr(Y =0)=0.15(0.8)° +0.25(0.6)° +0.35(0.4)° +0.25(0.2)° = 0.0524

Pr(Y =5) = 60.15(0.20)°(0.8) +0.25(0.4)° (0.6) +0.35(0.6)° (0.4) +0.25(0.8)’ (0.2) } =

= 6{0.12(0.20)° +0.15(0.4)° +0.14(0.6)° +0.05(0.8)’ }=0.1731

A fungdo de probabilidade condicional de P dado Y = y é apenas a conjunta (que ja conhecemos) sobre a

marginal de Y (que acabamos de calcular).

Ou sefa:
@j{o.ls(o.z)’ (0.8)}

fl021Yy=y)= Y =y)
(i]{0.25(0.4)y (0.6)}

fl041y=y)= o
®1o3500.6) (0.4)}

£(0.61Y = y)=~2 Y=y
%o25(0.8) (02

o\
f0.81Y =y)= e
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Problema 5

Sejam X, e X, independentes com densidades Gama(ai, b) e Gama(a,, b) respectivamente.
Ache a densidade de Y = Xi/( Xy + Xo).

Solucao

Serd necessario fazer uma transformagao de duas em duas variaveis. Acredito que a transformacdo mais
facil sejade Yy = Xi/( X1+ X)) e Y2 =X+ Xy, pois a densidade conjunta que encontramos é interessante e as
duas “novas” variaveis tém densidades conhecidas e sdo independentes.

A transformagéo inversa € dada por:

Xi=Y1. Y

Xo=Yo-Yi.Yo=Yo (1-Y4)

O jacobiano da transformagéo é:

A
dy, 9y Y. %

J:det 1 2 :det — —v. " . _
dx, dxy (—yz 1-y, Y27 VY2 T2 = )
a)ﬁ a)ﬁ

Como Y, > 0 pois € a soma de duas variaveis Gama, o modulo do Jacobiano € igual a ys..
A densidade conjunta de X; e X, é:

ba, xlal—le—hxl baz x;lz—le—hxz bal+a2 e—h(x]-%—xz)xla]—lx;z—l

1—‘(a1 ) r(az ) - F(a1 )r(az)

f(xpxz):

A densidade conjuntade Y, e Y, é:

bt ()’1)’2 )a]_1 ()’2 (1 -) ))a2—1 y, b"* y2a1—1+a2—1+le_b(y2) ()’1 )al_l (1 - )az_1
8()’1 P yz) = = —

F(611 )F(az ) F(a1 )F(az )
at+a, | a-ltay=1+1 —p(y,) a-1 1— a,—1
_b""y, e (q, +a2)()’1) (=)
F(al ta, ) 1—‘(a1 )r(az )

Onde no ultimo passo multiplicamos e dividimos pela fungao Gama de a; + a..

A densidade marginal de Y, é encontrada integrando-se a conjunta em Y,. Pode-se ver imediatamente acima
que Y, tem densidade Gama(a; + a,, b) e portanto a integral da conjunta nesta variavel é 1. Logo:

F(al +a, )(y1 )al_l (1 -0 )az_l
1—*(611 )F(az )

g (y)= para 0<y, <1 e entdo Y; é Beta(as, a,).
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FORMULARIO
Nome Densidade ou Funcdo de Probabilidade Média Variancia fgm
Uniforme a+b A Y Nao é util
flx)= sea<x<h (b—a)
b—a 12
Exponencial | ¢ (x)= A.exp(~A.x) ondeA>0 e x>0 /A 1/’ A t< i
A—
Gama a _a-1
B x . (44 a ( B )a
e ondex= 0 — — ——] set<
(=1 L@ B B’ Pt P
0sex <0
Qui-Quadrado . . 2n 1 nl2
f(x)= ¥.x?1 e? (—j set<1/7
2}1/2 F(”j 1 - 2t
| —2
Bi i . .p. n
D I e el P (pe' +9)
X xl(n—x)!
parax=0,1,2,....,n
Hipergeométrica YN =r P\ N-—n Nao é dtil
=Pr(X =x)=—~———+%
Jf(x)=Pr(X =x) N
n
Geometrica | (n)=Pr(X =n)=(1-p)"" p onde n=1,2,3, .... Up afv’ M) = pe’
1—ge'
Poisson Vi -4 A
Pr(X =x)= f(x)=""—— ondex = 0, 1, 2, .... E(e™) =)
Binomial r/p r.a/p’
Negativa x—1 PN
f(x)=Pr( X =x)= prgt M (1) = _re
r—1 1—ge'
onde X =r,r+1, r+ 2, ...

Resultados Matematicos

Série Geométrica

Yd =l+a+a’+a’ +

k=0

1 desde que |a| <1
l1-a

Teorema Binomial

o n ~ a . ~ . .
(a+b) = Z[ Ja"b”" onde a e b sdo numero reais e k,n séo inteiros >0

k=0

Série de Taylor da Exponencial
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Fungdo Gama Propriedades da Fungao Gama
1) (n) = (n-1).(n-1) paran>1

—_ | a1 -t 2) T(n) = (n-1)! se n éinteiro > 1
L(@)=[t*".e"dt 2 Im= o)

orfi)-e

0

Integrais Relevantes
au
e 1
ju.e”“du =—J|u——
a a

au

juz.e““du = 6_3.(612”2 —2.au+ 2)-%
a a

au
e 6
juS.e“”du =—4.(a3u3 —-3.a’u’ +6.au —6)+—4
a a

Padronizacao de uma variavel aleatéria
Se X tem média a e variancia b? entdo Z = (X-a)/b tem média 0 e varidncia 1. Se, além disso, X é Normal, Z também é Normal.

Densidade Lognormal
Se X é N(u, 6°) entdo Y = e* é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( u + 6%/2) e

VAR(Y) =exp(2u+0?).(e7 -1)

Densidade Beta
T(m+n)

T = o))

Se X ~ Beta (m, n) entdo:

2" '1-x)"" onde0<x <1 em,n inteiros > 1

E(x)=-"
m+n
VAR(X) = ™ .
(m+n+1) (m+n)
E(XY) = 'tk +m)I"(m+n)
I'm)I'(k+m+n)

Densidade Lognormal
Se X é N(u, ¢°) entdo Y = e* é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( u + 6%/2) e

VAR(Y)=exp(2u+0%).(¢7 -1)

Teorema — Aditividade da Qui-quadrado
Sejam Xi, X, ...., Xn Vvaridveis aleatdrias independentes e X; é Qui-Quadrado com k; graus de liberdade. Entdao Y = X; + X; + ... + X, € também Qui-
Quadrado, com k; + k; + ...+ k, graus de liberdade.

Teorema — Relagdo entre Normal e Qui-Quadrado
Seja Z ~ N(0,1) . Entdo V = Z* tem densidade Qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Formulas de “Adao e Eva”

Ey (X):Ey{Exu’(X‘Y)} (D
VAR, (X ) =E, {VARXIY (X‘Y)}"' VAR, {EXIY (X‘Y)} 2)
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