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NOME: 

 
 

Problema 1 
 
Sejam X1, ..., X10 iid com a seguinte densidade: f(x) = kx

2  se  0 < x < 1. 
a) Ache k 
b) Calcule a probabilidade de X(2) ser maior  que 0.2 
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Problema 2 

Considere uma amostra de tamanho n da densidade Exponencial com média 2. 

1) Escreva a densidade do mínimo. 

2) Escreva a densidade do máximo. 

3) Escreva a densidade da amplitude. 

4) Qual a probabilidade do máximo exceder 2 quando a amostra tem tamanho 5? E quando tem tamanho 
10? 
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Problema 3 

Seja X uma variável aleatória discreta com função de probabilidade: 

1,.)( 1 <<= − ppqxf x 0   onde   p - 1 = q  e   1,2,3...=  x  

Calcule a função geradora de probabilidades de X. 

A partir da função geradora de probabilidades, encontre a média e a variância de X.   
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Problema 4 

Você joga R$ 5 em cada repetição independente de um jogo no qual a probabilidade  de ganhar é 50%. Use o 

Teorema Central do Limite para aproximar a probabilidade de que, após 100 jogadas, você: 

1) Tenha perdido R$ 80 ou mais. 

2) Seu “ganho” esteja entre – R$ 50 e + R$ 50 

 

Não é necessário usar correção de continuidade. 
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Problema 5 

Os preços de apartamentos de dois quartos em duas cidades X e Y são variáveis Normais correlacionadas. Na 

cidade X, o preço médio é R$ 140 mil, e o desvio padrão dos preços é R$ 15 mil. Na cidade Y, o preço médio 

é R$ 180 mil, e o desvio padrão dos preços é R$ 25 mil. A correlação entre os preços é ρ = +0.8. Calcule as 

seguintes probabilidades: 

a) De alguém pagar entre R$ 121250 e R$ 158750 por um apartamento na cidade X. 

b) De alguém pagar entre R$ 121250 e R$ 158750 por um apartamento na cidade X sabendo que um 

apartamento “equivalente” na cidade Y custa R$ 200 mil. 

c) De alguém pagar entre R$ 121250 e R$ 158750 por um apartamento na cidade X sabendo que um 

apartamento “equivalente” na cidade Y custa R$ 217500. 

d) Qual é a distribuição condicional dos preços de apartamento na cidade Y sabendo que o preço  de um 

apartamento equivalente na cidade X é R$ 160 mil? 

e) Qual é a distribuição condicional dos preços de apartamento na cidade Y sabendo que o preço  de um 

apartamento equivalente na cidade X é R$ 120 mil? 
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Resultados Matemáticos 
Série Geométrica 
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Função Gama 
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Propriedades da Função Gama 
1) Γ(n) = (n-1).Γ(n-1)    para n > 1 
2)  Γ(n) = (n-1)!  se n é inteiro > 1 
3)  Γ(1) = 0! = 1  
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Padronização de uma variável aleatória 
Se X tem média a e variância b2 então Z = (X-a)/b tem média 0 e variância 1. Se, além disso, X é Normal, Z também é Normal. 
 
Densidade Lognormal 
Se X  é N(µ, σ2) então Y = eX é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( µ + σ2/2) e  
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Densidade Beta 
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Densidade Lognormal 
Se X  é N(µ, σ2) então Y = eX é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( µ + σ2/2) e  

( ) ( )22( ) exp 2 . 1VAR Y eσµ σ= + −
 

 
Teorema – Aditividade da Qui-quadrado 
Sejam X1, X2, ...., Xn  variáveis aleatórias independentes e Xi é Qui-Quadrado com ki graus de liberdade. Então Y = X1 + X2 + ... + Xn  é também Qui-
Quadrado, com k1 + k2 + ...+ kn graus de liberdade. 
 
Teorema – Relação entre Normal e Qui-Quadrado 
Seja Z ~ N(0,1) . Então V = Z2 tem densidade Qui-quadrado com 1 grau de liberdade. 
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Teorema - A densidade de X(k) a k-ésima estatística de ordem, é: 
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Teorema – Estatísticas de Ordem de amostra Unif(0,1) 
Sejam X1, X2, ... , Xn variáveis aleatórias independentes com densidade Unif(0,1).  
Seja X(k) a k-ésima estatística de ordem da amostra. 
Então X(k) tem densidade Beta com parâmetros k e n – k + 1. 
 
Densidade da Amplitude 
Seja R = X(n) – X(1) a amplitude de uma amostra de tamanho n. Sua densidade é: 
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Normal Bivariada 
A densidade de X1 e X2 é: 
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A densidade marginal de X1 é N(µ1,σ1

2) 
A densidade marginal de X2 é N(µ2,σ2

2) 
As densidades condicionais também são Normais. 
A densidade condicional de X1 dado X2 = x2 é: 
 

 

 

A densidade condicional de X2 dado X1 = x1 é: 

 

 

 

Definição – Função Geradora de Momentos 
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Fgm da soma de v.a. independentes 
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A fgm de Y é: 
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Definição – Função Geradora de Probabilidades 

Seja X uma variável discreta com valores inteiros. A função geradora de probabilidades de X é definida como: 
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Desigualdade de Markov 

Seja u( X ) uma função não negativa da  variável  aleatória  X. 
Se E [u( X )] existe, então para qualquer constante positiva  c temos: 
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Desigualdade de Chebyshev 
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Desigualdade de Jensen 
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Lei Fraca dos Grandes Números 

Sejam X1, X2, ..., Xn iid com média µ e variância σ2, ambas finitas. 
 
Então, para qualquer n ≥ 1: 
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Converge em probabilidade para µµµµ = E(Xi) quando n tende a infinito.  
O que significa que: 
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O Teorema Central do Limite (TCL) 

Sejam X1, X2, ...., Xn  variáveis aleatórias independentes tais que E(Xi) = µi e VAR(Xi) = σi2 , ambas finitas. Seja Y = X1 
+ X2 + ... + Xn. Então, sob condições bastante gerais podemos afirmar que:  
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Tem aproximadamente uma distribuição N(0,1). 
Esta aproximação torna-se cada vez melhor à medida que n cresce. 
 
 
Teorema Central do Limite (versão iid) 

� Sejam X1, X2, ...., Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (iid) tais que E(Xi) = µ  e 

VAR(Xi) = σ2, ambas finitas.  
� Seja Y = X1 + X2 + ... + Xn. Então, sob condições bastante gerais: 
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� Esta aproximação torna-se cada vez melhor à medida que n cresce. 
 
 
Teorema de DeMoivre e Laplace 

Este teorema é apenas um caso particular do teorema central do limite, pois uma variável aleatória com distribuição 
Binomial pode ser encarada como a soma de n variáveis Bernoulli(p) independentes.  

 
Seja Y ~ Bin(n, p) onde n é "grande" e p não está próximo de zero. Então: 
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tem aproximadamente uma distribuição N(0,1).  
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Correção de Continuidade 
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Tabela – Função de Distribuição N(0,1) 

z Φ(z)   z Φ (z) 
 

z Φ (z) 

0,0000 50,00%   0,9800 83,65% 
 

2,0000 97,72% 

0,0200 50.80%   0,9900 83,89% 
 

2,0100 97,78% 

0,0300 51.20%  1,0000 84,13% 
 

2,0125 97,79% 

0,0400 51.60%  1,0100 84.38% 
 

2.0200 97.83% 

0,0500 51,99%   1.0167 84.54% 
 

2.0300 97.88% 

0,1000 53,98%   1.0250 84.73% 
 

2.0400 97.93% 

0,1500 55,96%   1,0500 85,31% 
 

2.0412 97.94% 

0,2000 57,93%   1,0553 85,44% 
 

2.0500 97.98% 

0,2236 58,85%   1,1000 86,43% 
 

2,1000 98,21% 

0,2500 59,87%   1,1180 86,82% 
 

2,2000 98,61% 

0,3000 61,79%   1,1475 87,44% 
 

2,2361 98,73% 

0,3015 61,85%   1,1500 87,49% 
 

2,3000 98,93% 

0,3333 63,06%   1,1553 87,60% 
 

2,3263 99,00% 

0,3475 63,59%   1,1667 87,83% 
 

2,3333 99,02% 

0,3492 63,65%   1,2000 88,49% 
 

2,4000 99,18% 

0,3500 63,68%   1,2060 88,61% 
 

2,5000 99,38% 

0,4000 65,54%  1,2200 88,88% 
 

2,5500 99,46% 

0.4167 66.16%   1,2500 89,44% 
 

2,5628 99,48% 

0,4307 66,67%   1.2700 89.79% 
 

2,6000 99,53% 

0,4500 67,36%   1,2816 90,00% 
 

2,6500 99,60% 

0,5000 69,15%   1,3000 90,32% 
 

2,6667 99,62% 

0,5500 70,88%   1,3333 90,88% 
 

2,6833 99,64% 

0,5774 71.81%  1,3750 91.54% 
 

2,7000 99,65% 

0,6000 72,57%   1,4000 91,92% 
 

2.7500 99.70% 

0,6250 73,40%  1,4468 92,60% 
 

2,8000 99,74% 

0,6500 74,22%   1,4500 92,65% 
 

2,9000 99,81% 

0,6667 74,75%   1,5000 93,32% 
 

2,9500 99,84% 

0,6708 74,88%   1,5500 93,94% 
 

3,0000 99,87% 

0,7000 75,80%   1,5811 94,31% 
 

3,1000 99,90% 

0,7500 77,34%   1,6000 94,52% 
 

3,1500 99,92% 

0,8000 78,81%   1,6450 95,00% 
 

3,1667 99,92% 

0,8333 79.77%  1,6667 95,22% 
 

3,2000 99,93% 

0,8500 80,23%   1,7000 95,54% 
 

3,8333 99,99% 

0.8666 80.69%  1,8000 96,41% 
 

4,0833 100,00% 

0,8944 81,45%   1,8333 96,66% 
 

  

0,9000 81,59%   1.8500 96.78% 
 

  

0,9167 82,03%  1,9000 97,13% 
 

  

0,9500 82,89%  1.9500 97.44% 
 

  

0,9600 83,15%   1,9600 97,50% 
 

  

0,9700 83,40%  1,9800 97,61% 
 

  

0,9722 83,45%  1,9900 97.67% 
 

  

0,9750 83,52%  1,9950 97,70% 
 

  

 
 


