ENCE — TEORIA DE PROBABILIDADE II — SEMESTRE 2009.01 — Profa. Mdnica Barros
Teste 3 —16/07/2009
GABARITO

| Problema 1

Sejam X, ..., Xy iid com a seguinte densidade: f(x) = kx se 0 < x < 1.
a) Ache k
b) Calcule a probabilidade de X0y ser maior que 0.9

| Solugao

2

1
|
a) jkxdle:kx— N
200 2

b) A fungao de distribuicao é: F(x) =0sex < 0, F(x) = 1sex >1e:

F(x)zJ'Zua,’uzx2 se 0<x<l1

A densidade de Xy €:
n!

S (x) _mf(x) F (x){l F(x)}

Tt =50 1)'(20 2001 2efe - 19 22 0)ufx)” =40 4057 0<x<1

1
1
Pr{X 5, > 0.9} = [40x"dx = x* 00 =1-(09)" =0.9852
0.9 :
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Problema 2

Seja X uma v.a. continua com densidade:

f(x):i parax > 1

6
X

Calcule E(X) e E(X | X > 3).

Solucao

A densidade “usual”(definida no intervalo (1, ©)) tem média:

(oS L e 5(1
E(X)_Jl'x.xﬁdx_s( jl = 4(x4j

—4x
Agora é preciso determinar quem é a densidade definida apenas no intervalo (3, o). Note que esta precisa
ser uma densidade propriamente dita, ou seja, integrar a um.

oo 5
=—2(0-1)=
1 4( )

NG

Entdo precisamos achar uma constante c tal que:

(o)

T 5 x>
jc—6dx=1:>50
s X 3

_500

PR (A PR PR
3 243 ) 243

Logo, a densidade definida apenas em x > 3 é:

o) = 2436(5) _ 12&5 para x > 3
X X

— =—CX

o

1215 x7 e
E(X| X > 3) = dx=1215] =—
(XIX>3) =[x (—4)3

1215
4

3

oo__1215(0 1)_ 1215 15

3 4 U 81) 4@81) 4
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| Problema 3
Seja X uma variavel aleatdria Binomial(n,p)

1) Calcule a funcao geradora de probabilidades de X.

2) A partir da funcdo geradora de probabilidades, mostre que a média é n.p e a variancia de X é n.p.q onde q
=1-p.

Dica: Teorema Binomial

Dica 2: cuidado com os limites do somatério que definem a fungao geradora de probabilidades —
eles devem corresponder aos valores possiveis de X

Solucao

A funcao geradora de probabilidades de X é:

G(s)=E(s*)= i(n]s*p*(l— p)~ :i(nJ(ps)x ()™ =(ps+¢)" (usando o teorema Binomial)
x=0 X

x=0 X
A 123, derivada de G(s) é:

n—1

dG .
T n(ps+q) " p=nplps+q)

Avaliando esta derivada em s = 1 leva a:

E(X)zd—G =n.p(p+q) " =np poisp+q=1

ds |s=1

A 22, derivada de G(s) é:

d*G n-2 2
—=np(n—1)(ps+q)” p=nn-1p*(ps+q)

n—2

ds

Avaliando esta derivada em s = 1 leva a:

d’G
ds® |s=1

E{X(X -D}=E{X* - X}=E(X*) - E(X)= = n(n—1)p>
Logo:
EX)=n(n-1)p>*+EX)=n(n-1)p*+np

Assim:

VAR(X)zE(XZ)—{E(X)}2 =n(n—1)pz+np—nzp2 =nzp2—np2+np—nzp2 =np—np2 =np(1—p):npq

| Problema 4 ‘
O peso de um pacotes de café de 500g é uma variavel aleatéria Uniforme no intervalo (500 - 4v3, 500 +4+3).

O produtor de café embala seus produtos em caixas contendo 36 pacotes. Calcule a probabilidade do peso
total de uma caixa (considerando apenas o peso dos pacotes) estar entre 179889 e 18048g.
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| Solucao

Seja X; 0 peso do i-ésimo pacote. Entdo, E(X;) = 500 e VAR(X) = 16.
Seja Y o peso total dos 36 pacotes.

Entdo E(Y) = 36(500) = 180009 = 18 kg

E VAR(Y) = 36(16) e assim dp(Y) =6(4) =24 g

Pelo TCL:
= Y~ 18000 = Y ~18000 € aproximadamente N(0,1)
36(16) 24

Pr{17988 < ¥ < 18048} = Pr{17988_18000 < Y —18000 < 18048—18000} -

24 24 24

~ cp(gj - cp[_z—lfj = ®(+2)-D(-0.5)=0.9773-0.3085 = 0.6687

| Problema 5

A densidade conjunta de X e Y é:

f(x,y)=kxe *> se 0<x<4 ey>0

a) Ache k que faz desta expressao uma densidade.
b) Ache a densidade marginal de X. (Dica — € uma densidade conhecida)
¢) Ache a densidade condicional de Y dado X = x. (Dica — € uma densidade conhecida)

d) Ache a média condicional de Y dado X = x. (Dica — se vocé reconheceu qual é a densidade do item c,

nao precisa fazer as contas, apenas citar os resultados conhecidos)

e) Ache a variancia condicional de Y dado X = x. (Dica — se vocé reconheceu qual é a densidade do item

¢, nao precisa fazer as contas, apenas citar os resultados conhecidos)

Dica: veja as integrais no formulario em anexo

| Solugao

4 oo . 4 e V/2
—Xy —
a)_([}[k.x.e dydx—k_([x{ /2}

- X

oo 4 1 4 ) 4 4
dx =k j x{O— }dxzk j x(—jdszk j dx = 2k (x
y=0 0 -x/2 o \x 0 x=0

=2k(4)=8k=1—=k=1/8

Tl x| e™?
by f,(x)=|=xe*?dy= —{ }
. ! 8 8 |—x/2

st 0+2 =l para0<x <4
0 8 x] 4

Ou seja, a marginal de X é Uniforme no intervalo (0,4).
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—xy/2
) fox :% :%,exp(— xy/2) paray > 0. Ou seja, dado X = x, Y é Exponencial com pardmetro A =

X/2, ou seja, média 2/x e variancia (2/x)? o que ja resolve os itens d) e e).
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FORMULARIO
Nome Densidade ou Funcdo de Probabilidade Média Variancia fgm
Uniforme a+b A Nao é util
flx)= sea<x<h (b—a)
b—a 12
Exponencial | ¢ (x)= A.exp(~A.x) ondeA>0 e x>0 /A 1/’ A t< i
A—
Gama a _a-1
B x . (44 a ( B )a
e ondex= 0 — — ——] set<
(=1 L@ B B’ Pt P
0sex <0
Qui-Quadrado . . 2n 1 nl2
f(x)= ¥.x?1 e? (—j set<1/7
2}1/2 F(”j 1 - 2t
| —2
Bi i . .p. n
D I e el P (pe' +9)
X xl(n—x)!
parax=0,1,2,....,n
Hipergeométrica YN =r P\ N-—n Nao é dtil
=Pr(X =x)=—~———+%
Jf(x)=Pr(X =x) N
n
Geometrica | (n)=Pr(X =n)=(1-p)"" p onde n=1,2,3, .... Up afv’ M) = pe’
1—ge'
Poisson Vi -4 A
Pr(X =x)= f(x)=""—— ondex = 0, 1, 2, .... E(e™) =)
Binomial r/p r.a/p’
Negativa x—1 PN
f(x)=Pr( X =x)= prgt M (1) = _re
r—1 1—ge'
onde X =r,r+1, r+ 2, ...

Resultados Matematicos

Série Geométrica

Yd =l+a+a’+a’ +

k=0

1 desde que |a| <1
l-a

Teorema Binomial

o n ~ a . ~ . .
(a+b) = Z[ Ja"b”" onde a e b sdo numero reais e k,n séo inteiros >0

k=0

Série de Taylor da Exponencial
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Fungdo Gama Propriedades da Fungao Gama
1) (n) = (n-1).(n-1) paran>1

—_ | a1 -t 2) T(n) = (n-1)! se n éinteiro > 1
L(@)=[t*".e"dt 2 Im= o)

orfi)-e

0

Integrais Relevantes
au
e 1
ju.e”“du =—J|u——
a a

au

juz.e““du = 6—3.(a2u2 -2.au+ 2)-33
a a

au
e 6
ju3.e“”du =—4.(a3u3 —-3.a’u’ +6.au —6)+—4
a a

Padronizacao de uma variavel aleatéria
Se X tem média a e variancia b? entdo Z = (X-a)/b tem média 0 e varidncia 1. Se, além disso, X é Normal, Z também é Normal.

Densidade Lognormal
Se X é N(u, 6°) entdo Y = e* é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( u + 6%/2) e

VAR(Y) =exp(2u+0?).(e7 -1)

Densidade Beta
T(m+n)

T = o))

Se X ~ Beta (m, n) entdo:

2" '1-x)"" onde0<x <1 em,n inteiros >1

E(x)=-"
m+n
VAR(X) = = .
(m+n+1) (m+n)
E(XY) = 'tk +m)"(m+n)
I'm)I'(k+m+n)

Densidade Lognormal
Se X é N(u, ¢°) entdo Y = e* é Lognormal. Pode-se provar que E(Y) = exp( u + 6%/2) e

VAR(Y)=exp(2u+0%).(¢7 -1)
Teorema — Aditividade da Qui-quadrado

Sejam Xi, X, ...., Xn Vvaridveis aleatdrias independentes e X; é Qui-Quadrado com k; graus de liberdade. Entdao Y = X; + X; + ... + X, € também Qui-
Quadrado, com k; + k; + ...+ k, graus de liberdade.

Teorema — Relagdo entre Normal e Qui-Quadrado
Seja Z ~ N(0,1) . Entdo V = Z* tem densidade Qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Formulas de “Adao e Eva”

Ey (X):Ey{Exu’(X‘Y)} (D
VAR, (X ) =E, {VARXIY (X‘Y)}"' VAR, {EXIY (X‘Y)} 2)

Teorema - A densidade de X(k) a k-ésima estatistica de ordem, é:
n!

f(x) =mf(x)-F Tofl- F(of
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Teorema — Estatisticas de Ordem de amostra Unif(0,1)

Sejam X1, X2, ..., Xn varidveis aleatérias independentes com densidade Unif(0,1).
Seja X(k) a k-ésima estatistica de ordem da amostra.

Entdo X(k) tem densidade Beta com parametros ke n —k + 1.

Densidade da Amplitude
Seja R = X(n) — X(1) a amplitude de uma amostra de tamanho n. Sua densidade é:
0 ser<0

T 0 [ F0 £+ 0fF G+ 0- F@Y "ds se 150

Se a amostra é Unif(0,1), este resultado se reduz a:
0 ser<(

T =100y [+ - de=na-Dr2(1-)  se 0<r<

F(n + 1) rn,1,1 (1 _ 7)271

fR(”)zn(n_l)”"fz(l"’)zm se O<r<l1
Normal Bivariada
A densidade de X1 e X2 é:
1 -1
S(x,x)= .exp{——.R
27(1-p*) o703 2(1-p%)

Onde:

2 2

R=|MTH | | BT —2.p. YA [N
0, 0, O, 0,

A densidade marginal de X1 é N(u;,6,%)

A densidade marginal de X2 é N(u,62%)

As densidades condicionais também sdo Normais.
A densidade condicional de X1 dado X2 = x2 é:

(X, 1X,=x,)~ N[ﬂl +p.£%].(x2—/12),0'12,(1_,02)]

2

A densidade condicional de X2 dado X1 = x1 é:

(X, 1 X, =x) ~ N(ﬂZ +p.[%].(xl _ﬂl)’af'(l_pz)]

1

Definicao — Funcao Geradora de Momentos

I ¢ f(x)dx se X év.a.continua
M) =E(e*)=1>=
z " f(x)= Ze”‘.Pr(X = x) se X é v.a.discreta

todo x todo x
Relacdo entre a fgm e o k-ésimo momento
d*M(t
M ™ (0) :—k( ) 0" E(X")
=

Fgm da soma de v.a. independentes
Sejam X1, X2, ..., Xn v.a. independentes mas ndo necessariamente identicamente distribuidas. Seja:

Y:Zn“xi
i=1
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AfgmdeY é:

My(l): E(etY): E(er(XlJr"'JrX”)):E(etxl....erx”)

e como conseqiiéncia da independéncia

= E(e™ )E(e™ ). E(™ )= M, (WM, (1).M, (1)

Definicdo — Fungdo Geradora de Probabilidades

Seja X uma variavel discreta com valores inteiros. A fungdo geradora de probabilidades de X é definida como:

G(s) = is".Pr(X = x)

Propriedades da Fungdo Geradora de Probabilidades

1 d*G(s)
1) Pr(X =k)=—
) Pr( ) k! ds* |s=0
dG
2) E(X)=—
) E(X) ds |s=1
d*G

3) E(X(X —1)) =

2
S

s=1

Desigualdade de Markov

Seja u( X ) uma fungdo ndo negativa da variavel aleatéria X.
Se E [u( X )] existe, entdo para qualquer constante positiva ¢ temos:

PY(M(X)Zc)gM

Desigualdade de Chebyshev

2
Pr((X —,u)2 2 k2)= PrQX —,u| > k)S:—z ou analogamente PrQX —,u| < k)21—%

Desigualdade de Jensen

E{f O}z FECO}

alternativamente

FE(X)}< E{f(X)} sef éuma funcioconvexa

Lei Fraca dos Grandes Numeros

Sejam X1, X2, ..., Xn iid com média p e variancia 62, ambas finitas.

Entao, para qualquer n 2 1:
X = X, +X,+..+X,

n
n

Converge em probabilidade para p = E(Xi) quando n tende a infinito.

O que significa que:
_VAR(X,) o’

Pr(])?n—ﬂ‘zfe)_ e —

O Teorema Central do Limite (TCL)

=—— —>0 quandon — oo

2

Sejam X1, X2, ...., Xn varidveis aleatérias independentes tais que E(Xi) = pi e VAR(Xi) = 6i2 , ambas finitas. Seja Y = X1
+ X2 + ... + Xn. Entéo, sob condi¢gbes bastante gerais podemos afirmar que:
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-1

1
¥
i=1

Tem aproximadamente uma distribuigdo N(0,1).
Esta aproximacgao torna-se cada vez melhor a medida que n cresce.

7 =

Teorema Central do Limite (versao iid)
aQ Sejam X1, X2, ...., Xn variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid) tais que E(Xi) = 1 e
VAR(Xi) = 62, ambas finitas.
O SejaY =X1+ X2+ ...+ Xn. Entdo, sob condi¢cdes bastante gerais:

Y—-nu

Jno?

U Esta aproximagéao torna-se cada vez melhor a medida que n cresce.

Q Z=

Tem aproximadamente uma distribuicdo N(0,1).

Teorema de DeMoivre e Laplace
Este teorema é apenas um caso particular do teorema central do limite, pois uma variavel aleat6ria com distribuicao

Binomial pode ser encarada como a soma de n varidveis Bernoulli(p) independentes.

Seja Y ~ Bin(n, p) onde n é "grande" e p ndo esté préximo de zero. Entao:

7= Y-EX) _ Y—-np
JVAR(Y) \Jnp(1-p)

tem aproximadamente uma distribuicdo N(0,1).

\npq A\ npq A\ Ipq A npq

Correcao de Continuidade

Quantidade desejada na

distribuicdo Binomial

Quantidade Calculada através

da correcao de continuidade

Expressao aproximada usando a

densidade Normal

0.5-np y—=05-np
Pr(Y = y) Pr(y-05<Y<y+0.5) q{” ]_q{ j

Npq Npq
Pr(Y <y) Pr(Y <y +0.5)

q)[y +0.5- an

\V1pq

Pr(Y <y)=Pr(Y<y-1)

Pr(Y<y-1+0.5)

q{ y-1+0.5— npj _ q{y 05— npj
Vnpg N

Pr(Yzy) Pr(Y2y-0.5) 1_q)(y—0.5—npj
Jnra
Pr(Y>y)= Pr(Y2y+1-0.5) l_q{y+1—0.5—m7)
Pr(Y>y+1) Jnpa
Pr(a<Y<b) Pr(a-0.5<Y<b+0.5) q{“jy%;"ﬁj_q{a—%npj
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Tabela — Funcao de Distribuicao N(0,1)

z d(z) z D (2) z ® (2)
0,0000 50,00% 0,9800 83,65% 2,0000 97,72%
0,0200 50.80% 0,9900 83,89% 2,0100 97,78%
0,0300 51.20% 1,0000 84,13% 2,0125 97,79%
0,0400 51.60% 1,0100 84.38% 2.0200 97.83%
0,0500 51,99% 1.0167 84.54% 2.0300 97.88%
0,1000 53,98% 1.0250 84.73% 2.0400 97.93%
0,1500 55,96% 1,0500 85,31% 2.0412 97.94%
0,2000 57,93% 1,0553 85,44% 2.0500 97.98%
0,2236 58,85% 1,1000 86,43% 2,1000 98,21%
0,2500 59,87% 1,1180 86,82% 2,2000 98,61%
0,3000 61,79% 1,1475 87,44% 2,2361 98,73%
0,3015 61,85% 1,1500 87,49% 2,3000 98,93%
0,3333 63,06% 1,1553 87,60% 2,3263 99,00%
0,3475 63,59% 1,1667 87,83% 2,3333 99,02%
0,3492 63,65% 1,2000 88,49% 2,4000 99,18%
0,3500 63,68% 1,2060 88,61% 2,5000 99,38%
0,4000 65,54% 1,2200 88,88% 2,5500 99,46%
0.4167 66.16% 1,2500 89,44% 2,5628 99,48%
0,4307 66,67% 1.2700 89.79% 2,6000 99,53%
0,4500 67,36% 1,2816 90,00% 2,6500 99,60%
0,5000 69,15% 1,3000 90,32% 2,6667 99,62%
0,5500 70,88% 1,3333 90,88% 2,6833 99,64%
0,5774 71.81% 1,3750 91.54% 2,7000 99,65%
0,6000 72,57% 1,4000 91,92% 2.7500 99.70%
0,6250 73,40% 1,4468 92,60% 2,8000 99,74%
0,6500 74,22% 1,4500 92,65% 2,9000 99,81%
0,6667 74,75% 1,5000 93,32% 2,9500 99,84%
0,6708 74,88% 1,5500 93,94% 3,0000 99,87%
0,7000 75,80% 1,5811 94,31% 3,1000 99,90%
0,7500 77,34% 1,6000 94,52% 3,1500 99,92%
0,8000 78,81% 1,6450 95,00% 3,1667 99,92%
0,8333 79.77% 1,6667 95,22% 3,2000 99,93%
0,8500 80,23% 1,7000 95,54% 3,8333 99,99%
0.8666 80.69% 1,8000 96,41% 4,0833 100,00%
0,8944 81,45% 1,8333 96,66%

0,9000 81,59% 1.8500 96.78%
0,9167 82,03% 1,9000 97,13%
0,9500 82,89% 1.9500 97.44%
0,9600 83,15% 1,9600 97,50%
0,9700 83,40% 1,9800 97,61%
0,9722 83,45% 1,9900 97.67%
0,9750 83,52% 1,9950 97,70%
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