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Esperanca matematica

a Momentos

O Servem para  caracterizar uma
distribuicao de probabilidade ou uma
amostra.

o Aqui estaremos interessados apenas
nos momentos da distribuicao (e nao
nos momentos amostrais).
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0 Médias e variancias de combinacoes
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Esperanca matematica

a Definicao (k-esimo momento)

o O k-ésimo momento de X, ou k-ésimo momento
da distribuicao de X, denotado por E(Xk) é
definido por:

Tx" f(x)dx se X év.a.continua

E(x*)=1=-

> xff(x)= D ¥ Pr(X =x) se Xév.a. discreta

todo x todo x

a Acima k é um inteiro maior ou igual a zero. Em
particular, se k = 0, E(X%) = E(1) = 1.

monica.barros@ibge.gov.br 4



() EscolaNacional de Ciéncias Estaisias ams_

Esperanca matematica

0 Definicao (média ou valor esperado)

0 A média (ou valor esperado ou primeiro
momento) de uma variavel aleatéria é definida

como: <
Ix.f(x)dx se X é v.a. continua

H=E(X)=1">
> xf(x)= Y xPr(X =x) se Xév.a.discreta

todo x todo x

0 A média de uma variavel aleatéria € uma medida
de tendéncia central da distribuicao de
probabilidade desta variavel aleatéria.
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Esperanca matematica

a Se k = 1 entao:
E(X-u)= J (x—p) f(x)dx= I x.f(x)dx—_j w.f (x)dx=

—oo —oo

:j x,f(x)dx—,uj f(x)dxzjx.f(x)dx—,u(l) =

=p—u=0

0 (ldem para o caso discreto)
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Esperanca matematica

o Podemos combinar a definicao do k-ésimo
momento e a definicao da média para produzir o
k-ésimo momento central, como a sequir:

oo

E(x - u)f)=1 >

J(x—ﬂ)k.f(x)dx se X é v.a. continua

> (=) f(x)= "> (x—p)" . Pr(X =x) se X é v.a.discreta

todo x

todo x

a Em particular, se k = 1: E(X - ) = 0, ou seja, o
primeiro momento central é sempre nulo.
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Esperanca matematica

0 Definicao (Variancia)

0 A variancia de uma variavel aleatodria
mede a dispersao da distribuicao de
probabilidade, e é definida como o 2o.
momento central:

o* =VAR(X)=E((X - )’ ) =

T(x—,u)2 f(x)dx seX continua

% (x=p)'.f (x)= D (x—u)".Pr(X =x) seX discreta

todo x todo x
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Esperanca matematica Esperanca matematica
0 Valor esperado de uma funcao de uma v.a. 0 Note que, para calcularmos E{g(X)} nao é
0 Seja X uma v.a. com densidade (ou funcéo de necessario conhecer a distribuicao da v.a.
probabilidade f(x)). a(Xx).

a Seja g(X) uma funcao qualquer de X.

a Entao, o valor esperado de g(X) (se existir) & 0 Também, se g(X) = XK, a expresséo

dado por: . . ,
i} anterior nos da o k-ésimo momento, e se
jg(x)f(x)dx g(X) = (X-u)k obtemos o k-ésimo momento
E(g(X))=1" central.
D g f(x) = g(x)Pr(X =x)
todo x todo x
monica.barros@ibge.gov.br 9 monica.barros@ibge.gov.br 10
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Esperanca Matematica Esperanca Matematica
0 A definicao de valor esperado pode ser T
- . s o e :  y)dxd

facilmente estendida a distribuicoes Elg(X,7)}= L[og(x ey

conjuntas de variaveis aleatorias. > g nfay=Y Y g )Pr(X =xY =y)
a Aqui nos concentraremos no caso

bivariado. a Por exemplo:
o Em geral, se f(x,y) é a densidade (ou [ [y.f (x, y)day

funcdo de probabilidade conjunta) de X e E{Xy}=q-==

Y entao: Z z xy.f(x,y)= z ZX.y.Pr(X =x,Y=y)

todo x todoy todo x todoy
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Esperanca Matematica

o E também:

+oo-o0

[ [t ) f e y)ddy
E{X +Y}={ "=
> 2 GHENSR= Y D N.PX =xY =)

todo x todoy todo x todoy

0 A extensao para fungcoes de n variaveis é
imediata — basta computar a integral (ou
somatorio) em n dimensdes da conjunta vezes a
funcao para a qual desejamos calcular o valor
esperado.
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Esperanca Matematica

0 Covariancia e Correlacao

a O coeficiente de correlagédo entre X e Y, denotado por p,
é definido como:

po COVXY)
JVAR(X).\[VAR(Y)

a Ja provamos que -1 <p<+1e|p|=1se, e somente se,
Y é funcao linear de X (e vice-versa).

o Note que COV(X, Y) = COV(Y, X) = p.dp(X).dp(Y) onde
dp(.) indica o desvio padrao da variavel.
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Esperanca Matematica

a Covariancia e Correlacao

0 Ja vimos na aula 2 a definicao de covariancia e
correlacao.

COV(X,Y)=E[(X —Hx ).(Y—,UY)]=E[X.Y—ﬂX.Y—,uy.X+,UX.ﬂy]=
=[E(X.Y) = 1ty EQYV)— pty E(X )+ 1, 1y | =
= E(XY)— iy 1y

0 Onde py = E(X), uy = E(Y) sdo as médias de X

e Y, computadas a partir das densidades
marginais.
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Esperanca Matematica
0 Matrizes de Covariancia e de Correlacao

0 Estas idéias podem ser estendidas para um
conjunto de n variaveis aleatérias X;, X,, ..., X,..

a Seja X o vetor de dimensao n x 1 cuja i-ésima
linha é X;.

0 Entao, a matriz de covariancia de X é a matriz
n x n cujo ij-ésimo elemento € COV(X;, X)).

monica.barros@ibge.gov.br 16
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Esperanca Matematica

0 Matrizes de Covariancia e de Correlacao

a Das propriedades da covariancia, segue que
os elementos da diagonal principal da matriz
de covariancia sao iguais as variancias dos
X’s.

o Também, como COV(X;, X;) = COV(X;, X)), a
matriz de covariancia é simétrica.

monica.barros@ibge.gov.br 17
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Esperanca Matematica

S2IBGE

0 Matrizes de Covariancia e de Correlacao

0 A matriz de correlacao é a matriz n x n cujo ij-
ésimo elemento é o coeficiente de correlacao
entre X; e X;.

0 Note que o coeficiente de correlacao entre X; e
X; é igual ao coeficiente de correlacéo entre X; e
X; e entao a matriz de correlacdo também é
simétrica.

0 E os elementos da diagonal principal? Sao
todos iguais a um. (Por que?)
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Esperanca Matematica

0 Matrizes de Covariancia e de Correlacao

0 Entao, a matriz de covariancia é a matrizn x n
com a forma:

var(X,) Cov(X,,X,) ... Cov(X,,X,)
Cov(X,,X,) var(X,) ... Cov(X,,X,)
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) cccereuene var(X,)
monica.barros@ibge.gov.br 18
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Esperanca Matematica

Z2IBGE

0 Matrizes de Covariancia e de Correlacao
0 Logo, a matriz de correlacao tem a forma:

1 Corr(X,,X,) ... Corr(X,,X,)
Corr(X,,X,) I ... Corr(X,,X,)
Corr(X,,X,) Corr(X,,X,) .ccoueue. 1

monica.barros@ibge.gov.br 20
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Combinacoes Lineares de v.a. Independentes

a Objetivos

a Dados X, X,, ..., X,, independentes (mas nao
necessariamente identicamente distribuidos) tais que: E(X;)
= 1; e VAR(X)) = 62, encontrar a média e a variancia de:

Y =a, +Zn:ain.

i=1

o em funcdo dos momentos dos X; 's. Note que, na definicédo
de Y, os a;'s sdo constantes.

o Também, a independéncia dos X; ‘s assegura que todas as
covariancias (e correlacoes) sao nulas.

monica.barros@ibge.gov.br 21
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A soma de v.a. independentes

o Sejam X,, X,, ..., X,, v.a. independentes
mas nao necessariamente identicamente
distribuidas.

0 Seja: v = ZH:X,.
i=1

monica.barros@ibge.gov.br 23
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Combinacgoes Lineares de v.a. Independentes
o AmeédiadeY é:

EY)= E(a0 +Zn:ai.Xij =aq, +Zn:ai.E(Xi) =

i=1 i=1

=a,+ Zai.,ui onde u, = E(X,)
i=1
0 AvarianciadeY é:
VAR(Y)=>) a’VAR(X,) =) a’.c}
i=1 i=1

onde VAR(X,)=o0;

o Note que a constante a, ndo afeta a variancia, e
os outros a;'s aparecem ao quadrado (por que?).

monica.barros@ibge.gov.br 22
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A soma de v.a. independentes

0 Entao a médiade Y é:

EQY)= E(Z X,.j = Z":E(X,.) =Zn: 4 onde u = E(X))

0 A varianciade Y é:
VAR(Y)=> VAR(X,)=) 0 onde VAR(X,)=o0;

i=1 i=1

monica.barros@ibge.gov.br 24
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A Média Amostral

a Sejam X,, X,, ..., X,, v.a. independentes e
identicamente distribuidas (iid).

0 Em particular, o fato dos X's serem iid implica
em E(X)) = u, VAR(X;) =2 e COV(X;, X;) =0
para todo par i,j.

0 Considere a média amostral calculada a partir
destes X;’s, isto é: ;7=12X_
nes

monica.barros@ibge.gov.br 25
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A Média Amostral

0 Podemos encontrar a média, variancia e fgm
da média amostral como casos particulares
dos resultados para combinacoes lineares
de variaveis independentes.

o E facil mostrar que:

AN S, on
E(X)—n;E(X,-) n;ﬂ =y

(A mesma que a média de qualquer X))

monica.barros@ibge.gov.br 27
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A Média Amostral

o Para que serve a média amostral?

0 Suponha que existe esta colecao de X;’s, todos
eles iid, ou seja, todos eles provém da mesma
densidade ou funcao de probabilidade.

a0 Suponha que a média desta densidade é pu, um
numero desconhecido.

0 A média amostral é um estimador “sensato” para
a média da distribuicao (n), quando esta ultima
for desconhecida.

monica.barros@ibge.gov.br 26
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A Média Amostral
0 Mas, a variancia da média amostral é:

VAR (X )= Zn:nl—2VAR (X,.)zlj_zj o =
i=1

i=1

62
n

(A varian cia de X é menor que a de X,

desde que usemos mais de uma observacdo !)

0 Moral da historia: é vantajoso usar a média
amostral para “chutar” a média da densidade dos
X’s, pois ela implica numa reducao da variancia
se comparada ao uso de um X; sozinho.

monica.barros@ibge.gov.br 28
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A Média Amostral

0 Estes resultados justificam o uso da
média amostral como um estimador
“sensato” de L.

0 Note que, a medida que tomamos uma
amostra cada vez maior (n cresce), a
variancia da média amostral decresce, ou
seja, a “dispersao” do estimador
decresce. Além disso, a média de x é p,
que é a quantidade que ele pretende
estimar.

monica.barros@ibge.gov.br 29
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Combinacoes Lineares de v.a. Dependentes

o A expressao da média é a mesma que no caso
anterior (variaveis independentes), isto é:

EY)= E(ao + Zai.xij =a,+) a.E(X,)=
i=1 i=1
=a,+ Y a.u, onde u =E(X,)
i=1
O A expressao para a variancia torna-se mais
complicada, pois devera levar em conta as

interdependéncias entre as variaveis. Pode-se
mostrar que:

monica.barros@ibge.gov.br 31
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Combinacoes Lineares de v.a. Dependentes

a Este é um caso mais geral (e mais
complicado que o anterior).

0 Suponha que E(X;) = 1, , VAR(X;) = 62, e
COV(X;, Xj) = pj;-0;.0; # 0 para algum par i,j.

0 Queremos encontrar a média e a variancia
de Y definido como:  _ a,+>a,X,

i=1

monica.barros@ibge.gov.br 30

O RO st e o ams_

Combinacoes Lineares de v.a. Dependentes

VAR(Y)=Y a2 VAR(X,)+> S aa,COV (X, X,)
i=1

i=l j=I

n n n
= Z‘aiz.o;2 + ZZaiajpijO'iGj onde no 20. termo i # j
i=1 i=1 j=1

onde p, € o coeficiente de correlagdo entre X; e X,

Ou seja, a dependéncia entre os X's leva a presenca
de um termo adicional no calculo da variancia,
devido as covariancias entre os diversos X's.
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@ Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas Z2IBGE _ Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas Z2IBGE _

Combinacoes Lineares de v.a. Dependentes Portfolios (Carteiras)
0 A expressao anterior, que nos da a variancia de 0 Considere uma colecao de n ativos
uma combinacao linear de variaveis financeiros. Um portfolio (ou carteira) é

dependentes, é essencial para medir o risco de
um portfolio ou carteira, como veremos mais
tarde.

apenas uma combinacao linear destes
ativos na qual a soma dos pesos é 1 (ou
100%).

0 Na verdade, a dependéncia entre ativos
financeiros (que sao variaveis aleatodrias) pode 0 Algumas vezes requer-se também que

ser usada de maneira proveitosa para reduzir o todos os pesos sejam positivos, mas isso
risco de um portfolio, num processo que ~ . L
P ’ P 9 nao e estritamente necessario.

chamamos de “diversificacao”.

monica.barros@ibge.gov.br 33 monica.barros@ibge.gov.br 34
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Retorno Aritmético Retorno Geométrico
o Suponha que P, seja o preco de um ativo no o Em Financgas, os retornos serao tratados como
instante t. O retorno (aritmético) deste ativo entre variaveis aleatérias, e um dos modelos mais
os instantes t-1 e t é: simples supoe que os retornos sao Normais (que
p_p iremos estudar no capitulo 7 do meu livro de
RA, = ’P—"l Probabilidade). Mas, uma v.a. Normal é ilimitada.
t—1

Entao, o que fazer?

. N T o ees 0 Trabalhar com o retorno Geométrico, definido
o Em Financas “quantitativas”, o retorno aritmético como:

€ pouco empregado, pois possui um grave p
inconveniente: como o preco de um ativo nao R = ln[ : J
pode ser menor que zero, o retorno aritmético

tem um valor minimo (quando P, = 0), igual a -1.

=1n(P)-1n(P_,)

t—1

monica.barros@ibge.gov.br 35 monica.barros@ibge.gov.br 36
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Retorno Geomeétrico

o O retorno geométrico é definido em toda a reta, entao
pode-se modela-lo pela distribuicao Normal.

0 Retornos Geométricos sao aditivos. Por exemplo, se
queremos encontrar o retorno entre os dias 1 e 4:

P, P P P P, P,
R ,=logl =+ |=In| +—=—2|=In +In| = [+1In| =
B B P, R Pg b, B
a Ou seja, o retorno Geométrico entre os dias 1 e 4 é apenas
a soma dos retornos geométricos diarios no periodo.

O Se a variacao do periodo é pequena, os retornos
geométrico e aritmético sao aproximadamente iguais.

monica.barros@ibge.gov.br 37
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Risco e Retorno de um Portfolio

0 O retorno esperado (ou retorno médio) do
portfolio é'

ZWE Zw,ul

0 O risco do portfolio é dado pela sua
variancia (ou, preferencialmente, pelo seu
desvio padrao, que esta nas mesmas
unidades que o retorno).
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Risco e Retorno de um Portfolio

a Sejam X, X,, ..., X,, 0s retornos de n ativos, tais

que E(X)) = 1; , VAR(X;) = 62, e COV(X;, X)) = p;;-0;.0;
#0.

O Seja P uma carteira, isto é:

P= Zn:wl.X,. onde Zn:wi =1
i=1 i=1

0 Qual o retorno esperado da carteira, e qual o seu

risco (medido pela sua variancia ou desvio
padrao)? Tudo isso pode ser encontrado a partir
dos resultados mostrados nesta aula.
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Risco e Retorno de um Portfolio

VAR(P) = Zw g +ZZ p,0,0

i=l j=1

onde p, € o coeficiente de correlagao entre X; e X,

0 Qual o efeito do segundo termo na equacao acima?

Inagine que conseguissemos encontrar ativos com
correlacoes negativas. O efeito destes termos seria
a reducao da variancia do portfolio! Isto é o que
esta por tras da idéia de diversificacdao. A gente
pode reduzir o risco sem, necessariamente, diminuir
o retorno.
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Risco e Retorno de um Portfolio

o A otimizacao de um portfolio é feita
escolhendo-se os pesos w;'s tal que
alguma restricao é satisfeita.

0 Um caso tipico é: encontre os pesos tal
que, para um retorno especificado, o risco
€ minimo.

0 Pode-se reescrever este problema como:

0o Dado E(P) = constante, encontre os pesos w;
(i= 1,2,...n) sujeitos a restricdo > w,=1
0 e que minimizem VAR(P).
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Exemplo 1

ARACRUZ E TELEMAR PN DESDE NOV/2001

9.00 50.00

45.00

40.00

35.00

ARCZ6
TNLP4

30.00

25.00

20.00

15.00

—=— ARCZ6 (ARACRUZ PNB) ——TNLP4 (TELEMAR PN)
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Exemplo 1

0 A seguir trabalhamos com retornos
diarios e construimos portfolios
compostos pelas seguintes acoes:

0 TNLP4 (Telemar PN)
0 ARCZ6 (Aracruz Celulose PN)

0 Os retornos diarios (geométricos) foram
calculados entre 12/11/2001 e 29/10/2003.

0 O grafico a seguir apresenta a evolucao
dos precos das duas acoes no periodo.
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Exemplo 1
a O histograma dos retornos diarios de ARCZ6 é:

Histograma - retornos diarios ARCZ6
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Exemplo 1

O A correlacao entre os retornos de TNLP4 e
ARCZ6 é 0.1153, e a média e o desvio padrao dos
retornos de cada uma das séries é:

Retornos
ARCZ6 TNLP4
média| 0.11% 0.05%
d,p.| 2.48% 2.52%

0 Seja P = a.ARCZ6 + (1-a)TNLP4 o portfolio
formado por a% de Aracruz e (1-a)% de Telemar.
Como variam o retorno esperado e o risco do
portfolio a medida que alteramos a?
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Exemplo 1

Retorno e Risco do portfolio

0.120%

0.110% A /

0.100% 1 Para um risco especificado (por
exemplo, 2.3% como mostrado

0.090% 1 “—nesta reta vertical), existem 2

0.080% portfolios-construidos a partir

destas ag6es. Qual deles vocé

T escolheria? O de maior retorno.
0.060% -
Este é o portfolio de menor risco
0.050% | \
dentre todos os portfolios

0.040% 1—posSiveis:

0.030%

retorno do portfolio
o
°
S
S
R

0.020%
1.80% 1.90% 2.00% 2.10% 2.20% 2.30% 2.40% 2.50% 2.60%

risco do portfolio (desvio padrao)
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Exemplo 1
o (% de risco do Estes sdo o retorno e o risco
ARCZ6 no retorno portfolio(desvio d A
' ) o portfolio computados ao
portfolio) | esperado padrao) p . ;
0.00] _ 0.047% 252% longo de todo o periodo (isto é,
0.05 0.050% 2.41%)|
0.10] __0.053% 2.31% u_s’a':‘do t_°d°5 os retornos
0151 0.056% 222%  diarios disponiveis)
0.20 0.059% 2.13%|
0.25 0.062%) 2.06%) ;. ;. .
050 0.065% 19 Na préxima pagina exibimos
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Exemplo 2

o Vocé quer montar um portfolio com dois ativos
que tém as seguintes caracteristicas:

0 Ativo A: retorno médio = 3.6%, d.p. retorno = 8%
a Ativo B: retorno médio = 1.2%, d.p. retorno = 3%

0 Suponha o caso mais geral, onde os dois ativos
tém uma correlacao r qualquer.

0 Seja w a proporcao do ativo A no portfolio.
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Exemplo 2

0 Qual o retorno médio do portfolio (em
percentual)?

0 Qual a variancia do portfolio em termos de
wep?

0 Qual o peso (w) do ativo A que fornece o
portfolio de varidancia minima como
funcao de p?
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Exemplo 2

VAR(P) = w® VAR(A) + (1—w)>.VAR(B) + 2w(1— w) py/VAR(A) /VAR(B) =

2 i ? DAY i : _ i i _
- (100) +i-w) [100) 2wl W)p(looj(looj

= ﬁ{%ﬁ +9(1-2w+w? )+ 48p(w—w? )}
=#{64w2 +9—18w+9w> +48pw—48pw’ }=

= #{73w2 —48pw* —w(18—48p)+9}
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Exemplo 2

a O retorno médio do portfolio &, em
qualquer condicao:
0 E(P) = w.E(A) + (1-w).E(B) =
0 = 3.6w/100 + (1-w)(1.2/100) =
0 = {3.6w + (1.2-1.2w)}/100=(2.4w+1.2)/100

a A variancia do portfolio €, como funcao de
w e p:
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Exemplo 2

0 O portfolio de variancia minima é
encontrado através de:

VARP) _ y 2(73)w—96 pw— (18— 48p) = 0= w= o= 48P _ 9=24p

dw " 146—96p 73-48p

0 O desvio padrao do portfolio é, em
qualquer caso (como funcao de w e p):

dp(P) =ﬁ\/73w2 — 48 pw* —w(18—480)+9
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Exemplo 2
a Calcule, nesta situacao, quem é o peso

6timo e o dp do portfolio quando r =0, 0.1,
0.2,0.3,-0.1,-0.2, -0.3.
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A distribuicao Normal Bivariada

S2IBGE

0 Esta densidade conjunta é chamada de
densidade @ Normal Bivariada com
parémetros s Lo 5 Py 612, 622 ’ onde K€ Uy
sao numeros reais quaisquer, p esta
restrito ao intervalo (-1,1) e 6,2, 0,2 sao
positivos.

0 Se (X15 X2) ~ N( s Ko 5 Py 6125 622 ) entao:
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A distribuicao Normal Bivariada

0 E uma distribuicdo conjunta para duas
variaveis X, e X,, ambas Normais e, a
principio dependentes.

0 A densidade conjunta é dada por:

1 -1
f( 10 ): .€Xp _~
X, X, 271'\/(1—[72)0'120'22 2(1-p%)

o OndeR é:

2
R=(x1_ﬂ1j +(xz_/uzj Zp[ :uj[xz /uzJ
o, 0, 0, 0,
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A distribuicao Normal Bivariada

Z2IBGE

0 A densidade marginal de X, é N(u,,042)

0 A densidade marginal de X, é N(u.,,0,?)

0 As densidades condicionais também sao
Normais.

0 A densidade condicional de X, dado X,
X, €@ (x,1X, =x2)~N[,u]+p.(Z‘].(xz—,ttQ),O'f.(l—pz)]

2

X,

0 A densidade condicional de X2 dado
X1 é: (X,1X,=x)~N /uz"'p(n )J
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A distribuicao Normal Bivariada

0 Dada uma densidade Normal bivariada,
quais sao as suas caracteristicas mais
importantes ?

aPr(a<X, <b,c<X,<d)éencontrada pela
integral dupla da densidade Normal
bivariada sobre os intervalos (a, b) e (c, d).

o A integral dupla sobre todos os valores
de X, e X, da densidade Normal bivariada
é um.
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A distribuicao Normal Bivariada

S2IBGE

0 Os valores esperados das densidades
condicionais sao funcoes lineares. Por
exemplo:

O.
E(X,|X, :x,):uz+p.(;2}(x, —14,)
1
0 Note que este valor esperado é chamado de
regressao de X, em X, e neste caso
percebemos que a funcao de regressao é
uma funcao linear de X,.
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A distribuicao Normal Bivariada

a O parametro p na densidade Normal Bivariada é o
coeficiente de correlacao entre X, e X,.

a Se p = 0, X; e X, sao descorrelatados, mas da
expressao da densidade Normal bivariada
podemos perceber que a densidade conjunta
reduz-se ao produto das densidades marginais.

a Logo, no caso da distribuicao Normal bivariada (e
apenas nele!!l!), correlacao zero é equivalente a
independéncia entre as duas \variaveis
aleatorias.
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A distribuicao Normal Bivariada

a As variancias das densidades condicionais sao
constantes, e nao dependem do valor da variavel
em que se esta condicionando. Por exemplo:

VAR(X,1X,=x)=0,.(1- p*)
0 que nao depende de X,. Na verdade, quanto
maior (em modulo) a correlacdo entre X, e X,,

menor é a variancia condicional (maior a
informacao que X, trouxe para X.,).
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A distribuicao Normal Bivariada

o lIsto é, se a correlagao entre as duas variaveis é grande (em
modulo), o conhecimento de uma das variaveis (densidade
condicional) implica numa reducao substancial da
incerteza (variancia) da outra.

o Por outro lado, se a correlacdao entre as variaveis é
pequena, o efeito de conhecer uma variavel sobre a
incerteza na densidade condicional é pequeno também, e a
variancia condicional esta préxima da variancia da variavel
"sozinha" ( variancia da densidade marginal).

o No limite, se p = 0 , as variaveis sao independentes, e
conhecer uma delas nao traz qualquer informacao sobre a
outra variavel.
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

0 Lembramos novamente que o caso p = 0
corresponde a independéncia entre X, e
X, , pois neste caso a densidade conjunta
anterior é apenas o produto das
marginais, que sao N(0,1) e N(0,4).

0 A densidade condicional de X, dado X, =
X, € Normal, com média e variancia dadas
por:
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

a Sejam X, ~ N(0, 1) e X, ~ N(O, 4).
0 Escreva a densidade Normal bivariada
neste caso em funcao de p e calcule as

densidades condicionais quando p = 0.5,
-0.5, 0, 0.8, -0.8.

0 Solucao

S 27:(1)(2;\/1 s 'exp{z(l—lpz ) Kfj +£);j _Zp[ij(;m
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
E(X, Ix])=0+p.(%].(xl—0)=2.p.x,
VAR(X, |x)=(2)".(-p*) =4.(-p*)

0 A densidade condicional de X; dado X, =
X, € Normal com média e variancia dadas
por:

1 1
E(X,lx,)= 0+p.(EJ.(x2 -0) =P

VAR(X,1x,)=(1)".(1- p*) =1-p*
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

o A proxima tabela exibe os valores das
médias e variancias condicionais para os
valores de p especificados.

p E(X2|x1) VAR(X2|x1) E(X1|x2) | VAR(X1|x2)
-0.8 (-1.6)x1 4(0.36) = 1.44 (-0.4)x2 0.36
-0.5 (-1.0)x1 4(0.75) = 3.00 (-0.25)x2 0.75
0 0 4 0 1
0.5 (+1.0)x1 4(0.75) = 3.00 (+0.25)x2 0.75
0.8 (+1.6)x1 4(0.36) = 1.44 (+0.4)x2 0.36
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
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O A seguir mostramos densidades Normais
bivariadas com p, e u, =0, 6,2 =1 6,2 = (4)2
= 16 e p com diversos valores.

a Verifique e compare as curvas de nivel
destas densidades.
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

o Da tabela notamos que, a variancia incondicional
de X, (quando X, nao é levado em consideracao,
ou quando as duas variaveis sao independentes)
€ 4. Esta variancia se reduz quando o coeficiente
de correlacao aumenta em maédulo.

a A média condicional de X, dado x, nao depende
de x, quando as variaveis sédo independentes, e é
uma reta quando p # 0. O coeficiente angular
desta reta varia de acordo com o valor de p,
podendo ser negativo ou positivo. Comentarios
semelhantes se aplicam a distribuicao
condicional de X, dado x,.
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
0 p =-0.8 (Densidade Bivariada)

Z2IBGE
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

Q p =-0.8 (Curvas de Nivel — sao ELIPSES!)
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
a p =-0.8 (Densidade Condicional de X, dado X,)

Type

ISurf <

Wig

ICDndilnI ke <

Elevation

U & Uy sigma % sigma tha

| 0o | 0.0 | 1.0 | 4 | 08
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
a p = -0.8 (Densidade Condicional de X, dado X,)

Type

ISurf 'I

iz

I Canditnl ¢ 2 I
Elevation

R -

Azimuth
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo

0 p = 0 (Densidade Bivariada)

B
po3{ .
pmzd .o

oot d.

. K _ : Cloge
ats o & x-axis 4|

% MUy sigma & sigma y tho

L@ @ L3 [ LT
4| 3 1| | )l 4| 3 4 3 4 3 72




L i ]
9 ENCE .
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 22IBGE

A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
0 p = 0 (Curvas de Nivel — sdo CIRCULOS)
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
QO p = +0.8 (Curvas de Nivel — sao ELIPSES!)
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A distribuicao Normal Bivariada - Exemplo
a p = +0.8 (Densidade Bivariada)

Default h2

Elevation
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Distribuicao Normal bivariada (para casa)

0 Num certo instante de tempo, as taxas de
juros de 30 e 60 dias tém, conjuntamente,
uma distribuicao Normal bivariada com
meédias 16% e 16.8% ao ano, e desvios
padroes 4% e 5% ao ano respectivamente.

a A correlacao entre as taxas € 90%.
Calcule:
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Distribuicao Normal bivariada (para casa)

0 a) A probabilidade da taxa de 30 dias estar entre
14% e 18%.

0 b) A probabilidade da taxa de 60 dias estar entre
14% e 18%.

a c) A probabilidade da taxa de 30 dias estar entre
14% e 18% sabendo que a taxa de 60 dias esta
hoje em 22%.

o d) A probabilidade da taxa de 30 dias estar entre
14% e 18% sabendo que a taxa de 60 dias esta
hoje em 15%.

0 e) A probabilidade da taxa de 60 dias estar entre
14% e 18% sabendo que a taxa de 30 dias esta
hoje em 18%.
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Distribuicao Normal bivariada (para casa)

0 b) De um par de calcas custar entre R$ 60 e R$
95 sabendo que uma camisa custa R$ 75 nesta
loja.

a c¢) De um par de calcas custar entre R$ 60 e R$
95 sabendo que uma camisa custa R$ 50 nesta
loja.

o d) Qual é a distribuicao condicional dos precos
das camisas sabendo que o preco das calcas é
R$ 100?

0 e) Qual é a distribuicao condicional dos precos
das camisas sabendo que o preco das calcas é
R$ 70?
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Distribuicao Normal bivariada (para casa)

a

a)

Fez-se uma pesquisa de precos de roupas
masculinas hum shopping center. Uma amostra dos
produtos existentes revela que o preco das calcas é
uma variavel Normal com média R$ 80 e desvio
padrao R$ 30. O preco das camisas &, por sua vez,
uma variavel Normal com média R$ 60 e desvio
padrao R$ 25. A correlacdo entre os precos de
calcas e camisas é 0.6. Calcule as seguintes
probabilidades:

De um par de calcas custar entre R$ 60 e R$ 95.

monica.barros@ibge.gov.br 78



