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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 E uma distribuicio conjunta para duas
variaveis X, e X,, ambas Normais e, a
principio dependentes.

0 A densidade conjunta é dada por:

1 -1
fx,x)= .exp R
Xps Xy 2”\/(1_/)2)0-120-22 X

2(1-p%)

0o Onde R é:

2 2
R:(‘xl_:ulj _l_(xz_:uzj _Z_p.[%_ﬂlj_(xz_:uz)
o 0, 0 o,
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Conteudo

0 A distribuicao Normal bivariada —
continuacao

0 A funcao geradora de momentos
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 Esta densidade conjunta é chamada de
densidade  Normal Bivariada com
parémetros s Lo 5 Py 012a 022 ’ onde Ky € Wy
sao numeros reais quaisquer, p esta
restrito ao intervalo (-1,1) e 6,2, 0,2 sao
positivos.

0 Se (X, X3) ~ N(py, 12 5 p, 043 652 ) entao:
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 A densidade marginal de X, é N(u,,0,2)

0 A densidade marginal de X, é N(u,,6,2)

0 As densidades condicionais também sao
Normais.

0 A densidade condicional de X, dado X,
Xy é: (x, |X2=x2)~N[,ul+p.(:_'].(xz—,uz),o]z.(l—pz)]

2

X,

0 A densidade condicional de X2 dado
X4 é: (X,IX,=x)~N ,u2+p[n1 2)]
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

S2IBGE

0 Para simplificar os calculos, considere as
variaveis normalizadas:

X, - X, -
le 1 lul ezzz 2 lu2

O-] 0-2
0 Note que
dx
dz,=—=dx, =0,dz,
0,
dx
dz, =—* = dx, =0,.dz,
0-2
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 Demonstracao

0 Suponha que X, e X, tenham densidade
conjunta Normal Bivariada com
parémetros M5 M2 5 Py 612, c22 -

0 Quem é a densidade marginal de X,?
0 Por definicao:

2 2
-1 XM YHTH | MTH | Xl
«2710,0, \/1 P{ 2(1-p") |:( o, ] ’ ( 0, j 2’0[ o j[ o, H}dxz

monica.barros@ibge.gov.br 6

fo(x)= j

e Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas Z2IBRGE

A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 O Jacobiano da transformacao de (X, X,)
para (Z,, Z,) é:
_ aZ aZ _ 0, 0 _
J—detaix: aixl —det[o O_J—O'I.O'Z
dz, 0z,

a Aconjuntade Z, e Z, é:

f(z,2,) = -2p.2,.2, ]}0'10'2

1 -1 2
exp [z +z
276,01 - p* {2(1—,02) b
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 A marginal de Z, torna-se:

T @)= _‘[N27:0'10'2 J1-p?

0 Faca agora:

2 2 2
Z, — PZ 7, —207,2,+ Pz
=2p1:>w2=2 PLz t P %

J1-p° 1-p°

w
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.
0 Segue que:

oo

fr(z) = Jﬁexp {_71 7,0+ wz]}dw«/l—p2 =

= T;exp __1[Z2+W2] dW =
S22 2 U
1 1 ,1F 1 -17 ,
_ _— dw =
ﬂe"p{ 2 Y }im‘”‘p{ > b ]} v
1 1,
T 2z oPTo

a Pois a integral é apenas a integral de uma
densidade N(0,1) e portanto é igual a 1.
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

a Ou seja:

f2,(z) = T 1_ s exp{ :1 5 [212(1—,02)+ wz(l—pz)]}dz2 =

= dz, =dw\1-p’

V1= p?
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

a0 Em outras palavras: Z, é N(0,1).
a Por construcao, X, é igual a p, + 6,.Z, e
portanto é N(u,,0,2).

0 E a densidade condicional de Z, dado Z,

e: _flz.2,)
f(Z2|Z1)— f1(Z1)
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 Ou seja:
1 -1 L
P+ -2.02.2,
Floy1z)=Lez)_2mi=p’ eXp{z(l—pz)(Z P e )}z
o 1 CXP{;IZZ}
NbY4 )

1
T ari-p? exp{za—p%

(@Z+22-2p2.2,-(1-p)2} )} =

1 2 2 2
= -2.0.2,.2, + =
N ,71—;)2 eXp{2(1—p2)(Z2 P22 TP g )}
(Zz_p~zl)z}

1 -1
- \/27r(1—p2)exp{2(1—/72)
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

S2IBGE

0 Resultados analogos podem ser obtidos
para a densidade marginal de X, e para a
condicional de X, dado X,.

0 Faca-os como exercicio!
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A distribuicao Normal Bivariada — cont.

0 Isto é, Z, dado Z, é Normal com média p.Z, e
variancia 1 — p2.

0 Transformando para as variaveis originais
leva a: X, dado X, € Normal com média

O [y + 6,E(Z; | Zy) = up + 0,.p(X; — )/ =

Q =W, + p.(6,/0)).(X; — 1)

0 E variancia 6,2VAR(Z, | Z,) = 6,2(1 - p?)
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Funcao Geradora de Momentos

je"f(x)dx se X é v.a. continua
M) = E(e*)={"=
> e f(x)= D e".Pr(X = x) se X év.a. discreta
todo x todo x
a A fungao geradora de momentos é um dos objetos
mais uteis em Probabilidade, mas esta funcao nem
sempre existe. Por isso, em cursos mais

avancados usa-se a funcao caracteristica, que sempre

existe. O uso da funcao caracteristica é mais

complicado que o da funcao geradora de momentos,

pois envolve numeros complexos.

a Frequentemente iremos abreviar “funcao geradora de

momentos” por fgm.
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Propriedades da Funcao Geradora de
Momentos

1) A funcao geradora de momentos é
Unica e determina completamente a
distribuicao da variavel aleatéria.

0 Assim, se duas variaveis aleatorias tém a
mesma funcao geradora de momentos,
elas tém a mesma distribuicao.
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Propriedades da Funcao Geradora de
Momentos
2) M(0) = 1

3) Se M( t) existe para t € (-h, h) entao as derivadas
de todas as ordens existemem t=0.Além disso,
as derivadas de M(t) em t = 0 fornecem os
momentos de X. 4M ()

M®0) = =E(X"
O =—7"| _ (= FX")

A existéncia do k-ésimo momento da distribuicao
implica na existéncia dos momentos de ordem
menor que k. Em particular, a existéncia da
variancia implica na existéncia da média (mas a
reciproca nao é verdadeira).
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Propriedades da Funcao Geradora de
Momentos

0 Logo, se vocé tiver uma tabela de
funcoes geradoras de momentos, vocé
podera identificar qual a densidade que
corresponde a uma dada funcao geradora
de momentos.

0 Isso é analogo ao uso de uma tabela de
transformadas de Laplace ou Fourier
(dada a funcao, sabe-se qual a sua
transformada, e vice-versa).
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo 1

o Considere um jogo no qual vocé pode ganhar 0, 1
ou 2 reais, ou perder 2 ou 1 reais com as
robabilidades especificadas na tabela a seguir.

X Pr(X=x) Calcule a funcao geradora de

-2 020 momentos de X e, a partir dela,

'(: 8:18 encontre a média da distribuicao (que
1 010 representa o seu ganho esperado

2 0.20 nesse jogo).

Verifique que a média encontrada por
este procedimento é a mesma que a
média encontrada pela definicao.

monica.barros@ibge.gov.br 20



@ Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas :=:IEGE,A_

Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 1
a Pela deflnlgao de média:
ZxPr(X —x)—+( 1)+0+1+4=0
= 10
0 Ou seja, o ganho esperado neste jogo é zero.
oA fungéo geradora de momentos é:

X 1 -2t i -t i i t i 2t
M) =E(e")= ;22 Pr(X =x) = [ j +(10je +(10)+(10]e +(10je

o A primeira derivada da funcao geradora de
momentos é:

dM (t) -4 -2t -1 —t 1 ¢ ( 4 j 2t
=sl— e " +|—l +|—|e +|—le
dt 10 10 10 10
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo 2

a Nota: Teorema Binomial

0 Na demonstracao do préoximo exemplo
empregaremos um resultado conhecido
como Teorema Binomial, que é apenas
uma maneira de expandir um polinémio.

7 o n ¢ 1. n—k ~ - . ~ .
(a+b) = Z( }akb’ * onde a e b sdo nimero reais e k, n sdo inteiros > 0
k=0
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 1

0 A média de X é a primeira derivada da
funcao geradora de momentos em zero,

isto é:
—4 -1 1 4
=|—|+|—|+| = |+|—=|=0
=0 [10) (10] (10) (10)
0O que concorda com o resultado

encontrado antes (pela definicao da
média).

dM (1)
dt
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 2

O Seja X uma variavel aleatéria discreta com
distribuicao Binomial e parametros n e p, dada

por: Pr(X :x):f(x):(n}p“.q“’* ondeg=1-p e x=0,1,2,...n
X

a Calcule a funcao geradora de momentos e, a
partir dela, encontre a média e a variancia de X.

a Solucao
o Pela definicao da fgm:

M@ =E@)= Z@epq =fj@(pe’ J.q =(pe' +q) =(pe +1- p)
=0 =0

0 Onde, na penultima igualdade acima, aplicamos
diretamente o teorema Binomial.
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 2
0 A primeira derivada da fgm é:

M0y =n{pe' +q) " (pe')

0 A média da distribuicao é obtida avaliando-se

esta derivadaem t = 0, isto é:
M'(0)=EX)=n(p+q)"'(p)=np —— Onde usamos o

fato:p+q=1
0 A segunda derivada de M(t) é:
” t t 13 -2
M (t)=n.pe .(q +npe )(q + pe r
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo 3

0 Seja X uma variavel aleatoria com fgm

a M(t) = exp (t2/2)

0 Podemos obter os momentos de X por
diferenciacao, mas neste caso ha uma maneira
mais inteligente de calcula-los, que nos fornece
uma expressao geral para todos os momentos de
X.

0 A expansao de Taylor de exp(t?/2) ao redor de zero
é:
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 2

0 Ao avaliarmos esta 2a. derivadaem t=0
encontramos o 20. momento, E(X?):

M”(0)=E(X*)=np.(q+np)(q+ p)"> =np.(q+np)

O A variancia é obtida a partir dos dois primeiros
momentos:

a VAR(X) = E(X?) - {E(X)}? = npq + (np)2 - (Np)2 = npq
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Funcao Geradora de Momentos -

exemplo 3
2 22 2)\*
et2’2:1+t—+i.(t—j +....+i.(t—] +ooon=
2 212 k! \ 2
2 4 2k
t
:1+_+_++—k+ ----
2 8 (kH(2%)

0 Mas, em geral, a expansao de Taylor de uma
funcao geradora de momentos M ( t ) em torno de
zero é:

2 2 k k
E(e’X):1+t.E(X)+t E(X )+ +%+....

2 m
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Funcao Geradora de Momentos —
exemplo 3

0 Igualando estas duas expressoes termo a
termo encontramos:

ot - (2K

m poténcias pares

E(X*")=0 poténcias impares

oondek=1,2,3,...

0 Veremos que esta é a fgm de uma variavel
Normal com média 0 e variancia 1.
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo (para casa)

0 Seja X uma variavel aleatéria com funcao
de probabilidade Poisson com média .

0 Encontre a funcao geradora de momentos
e use-a para mostrar que:
o E(X) = VAR(X) = A

0 Dica: lembre-se da série de Taylor da
exponencial, isto é:

oo k 2 3 M4

u u u
e'=) —=l+ut+—+—+—+....
kzz(;k! 20 31 4!
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Funcao Geradora de Momentos -
exemplo (para casa)
0 Seja X uma variavel aleatéria discreta
com funcao de probabilidade:
fx)=qp“"', x=123... e q=1-p onde 0<p<l
0 Calcule a funcao geradora de momentos
de X.

a A partir da funcao geradora de momentos,
encontre a média e a variancia de X.
0 Dica - use a série geométrica, isto é:
Zak =l+a+ad’ +a’ +...=

k=0 l-a
monica.barros@ibge.gov.br 30
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Funcao Geradora de Momentos — exemplo (para
casa)

0 Seja X uma v.a. com fgm M(t) que é finita
num intervalo aberto contendo zero.

0 Seja Q(t) = In(M(t)).

0 Mostre que a média e a variancia de X sao
dadas, respectivamente, por Q’(0) e Q’(0).
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Funcao Geradora de Momentos — exemplo (para
casa)

0 Seja Z uma v.a. N(0,1).

0 Mostre que sua fgm é exp(-t2/2).

0 Use este fato e a relacao entre uma N(a, b?)

e a N(0,1) para provar que a fgm de uma v.a.

com densidade N(a, b?) é exp(a.t + b2.t2/2)
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Fgm de Combinacodes Lineares de v.a.

Independentes

0 Da definicao de fgm, vimos que ela
caracteriza unicamente uma densidade ou
funcao de probabilidade.

0 Assim, conhecer uma densidade, ou
funcao de probabilidade é equivalente a
conhecer a fgm da v.a.
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Funcao Geradora de Momentos — exemplo (para
casa)

0 Seja X uma variavel Gama(a, b).

a Mostre que sua fgm é (b/(b-t))2 e que a
fgm so6 existe se t < b.

0 Aproveite para encontrar (sao casos
particulares) a fgm de uma variavel Qui-
Quadrado com k graus de liberdade e a
fgm de uma variavel Exponencial com
parametro a (e média 1/a).
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Fgm de Combinacoes Lineares de v.a.
Independentes

o Veremos nos proximos slides que é facil
encontrar a fgm de combinacoes lineares de v.a.
Independentes (e, em particular, da soma de v.a.).

a Entao, se a fgm de uma combinacao linear de
variaveis é uma fgm conhecida, automaticamente
sabemos qual a distribuicao desta combinacao
linear, o que nos da um método simples para
descobrir a distribuicao destas variaveis.
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Fgm de Comblnagoes Llneares de v.a.
Independentes

a Sejam X,, X, ..., X,, independentes (mas nao
necessariamente identicamente distribuidos)
tais que: E(X;) = ;e VAR(X;) =

a Seja: )
Y=a,+ Zain.

i=1
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A soma de v.a. independentes

o Sejam X,, X,, ..., X,, v.a. independentes
mas nao necessariamente identicamente
distribuidas.

Q Seja:
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Fgm de Comblnagoes Lineares de v.a.
Independentes

a A funcao geradora de momentos de Y é:

M, (r)= E(etY )= E(et(a0+a1X I+ +aan))
= Elee ¥ &% )=
= emOE(emlxl e )
e como consequéncia daindependéncia
= emOE(em‘X‘ )E(emzx2 )...E(em"x" )=
e“M, (ta, )My (ta,).M X, (ta,)
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A soma de v.a. independentes
aAfgmdeY é:

M, (t)= E(e’y)= E(e’(xl+“‘+x"))= E(etX‘ e )=

e como consequéncia daindependéncia

= E(e™ (™). Bl )= M, ()M, (1).M, (i)

0 Ou seja, a expressao da fgm de Y é muito
simples, apenas o produto das fgms das
variaveis independentes que compoem a
soma!
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A Média Amostral

a A fgm da média amostral também pode
ser encontrada como um caso particular
da combinacao linear de v.a.
independentes.

0 Seja Y a soma de X,, X,, ..., X,, , que sao
todos iid. Entao:

M ()= E(X)= E("'")y =M, (t/m) =M (t/n)]
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