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Conteudo

0 Somas de variaveis aleatorias
independentes — a formula da convolucgéo

O Mais sobre Funcdes de probabilidade e
densidades condicionais

0 Falta de memoéria da Geométrica e da
Exponencial

0 Exemplos
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A soma de duas varlavels aleatorias
independentes

0 Este é um dos problemas mais
importantes em Probabilidade. Por que?

0 Frequentemente iremos encontrar
conjuntos de variaveis aleatorias que sao
independentes e identicamente
distribuidas (isto €, variaveis que, num
certo sentido, sdo “todas iguais” pois tém
a mesma distribuicdo de probabilidade e
uma néo afeta as outras).
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A soma de duas varlave|s aleatorias
independentes
o Este conjunto de variaveis € chamado de variaveis iid,
ou amostra aleatéria.

0O Suponha que a média de todos 0s X; s é
desconhecida.

0 Um estimador (ou “chute”) que parece bastante
sensato para amedia da distribui¢do dos X;'s é:

X = ZX a média amostral

o Mas, para calcularmos a média amostral premsamos
saber qual a distribuicdo da soma dos X;'s e assim
deve ser claro porqué a distribuicédo de probabilidade
da soma aparece com frequéncia na pratica.
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A soma de duas variaveis aleatorias
independentes

0 Teorema (Férmula da Convolucéo)

QSeja Z = X + Y onde X e Y séo variaveis
independentes com densidade conjunta f(x, y) =
f (), (y)-

0 Entdo a densidade de Z é dada por:

9@) =] £,00.f,(z=x)dx=[" f,(z=y).f,(y)dy

Q E no caso discreto a funcéo de probabilidade de Z é:

0(2)=PrZ=2)= ¥ ,(0.1,z-0) =3 £,G-).£,()

todo x todoy
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Exemplo 1

o Suponha que X e Y sdo independentes e
identicamente  distribuidas com densidade
Exponencial(A).

0 SejaZ =X +Y. Encontre a densidade de Z.

o Solucao

0 A densidade de X é: A.e™ | x > 0.

0 AdensidadedeY é: Ae? ,y>0.

0 Como X e Y sao independentes, a densidade
conjunta é apenas o produto destas marginais.

0 A densidade de Z = X + Y é obtida através da
formula da convolucao.
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Exemplo 1
9(z) = T f,(X).,(z—x)dx :T Ae M A(e 7 )dx

a Mas, o integrando acima é positivo se, e somente
se, ambos 0s termos sdo positivos. Para que isto
aconteca é necessario que x >0 e, a0 mesmo
tempo, z-x >0, isto é, x < z. Logo, os limites de
integracéo séo 0 e z na integral anterior.

g(2) = [Ae " de " e dx =" [dx =276 (x)
0 0

? =A%ze™
0

0 Ou seja, a soma de duas variaveis Exponenciais
independentes e identicamente distribuidas NAO
E uma variavel Exponencial.
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Exemplo 2

O Sejam X e Y variaveis independentes
discretas com distribuicdo Poisson com
média k. Encontre a funcao de
probabilidade de Z=X+Y.

-k 1, x

k onde x=0,1,2,......
x!

f(x) = Pr(X =x) =2

e

f(y)=Pr(Y =y) =

e k

y!

y
ondey=0,1,2,......
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Exemplo 2

a Pela férmula da convolucéo:

2okt etk L 1 ey 7! _
7)= . =e Kk ==— Kk =
92 Z:; X (z=x)! ;x!(z—x)! ! S X (z-x)!
2k 7 -2k -2k z
] e P N P L L)
7! =3\ x z! z!

0 Note que o somatério (que iade x =0 a o)
passou a ser um somatorio de x =0 até
X = z.
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Exemplo 2

O Isto acontece por que precisamos garantir
gue ambas as func¢des de probabilidade
no somatorio sejam maiores que zero, 0
gue sO ocorre se AMBOS x >0 e z-x > 0.

0 Na penultima igualdade a direita usamos o
teorema Binomial para concluir que o
somatorio era igual a (2k)z .

monica.barros@ibge.gov.br 10

(3) ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 23 3

Exemplo 2

a Lembre-se...
a Teorema Binomial

0 E apenas a expresséo do triangulo de
Pascal que vocé aprendeu na escola, é so
uma maneira de expandir um polinédmio.

n.(n _ .
(a+b) = Z(kjakb” onde a e b sdo ndmero reais e k, n sdo inteiros > 0
k=0
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Exemplo 2

0 O que existe de interessante neste
exemplo?

0 Note que, ao contrario do Exemplo 1, aqui
“preservamos” a mesma “familia” de
funcdes de probabilidade.

0 Em outras palavras: a soma de duas
Poisson independentes € Poisson, mas a
soma de duas Exponenciais
independentes nao é Exponencial!
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Exemplo 3

0 Sejam X e Y v.a. independentes com funcao de
probabilidade Geométrica(p).

a Encontre afuncéo de probabilidade de Z = X+Y.
Solucgéao
a Pela férmula da convolucgéo:

9(2) = i p.l- p)p.(l-p) 0t =

O

z-1

=Y PPy = p) S 1=(2-1p*.(- p)
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Exemplo 3

0 No dltimo passo acima o somatorio nédo envolve x
e existem (z-1) termos no somatorio.

0 Note que os limites do somatério sdo 1 e z-1 pois
precisamos satisfazer simultaneamente as
condicbes x >1e z-x > 1.

o A funcéo de probabilidade condicional de X dado
Z é obtida pela razdo entre a conjuntade Xe Ze a
marginal de Z, recém calculada.
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Exemplo 3

0 Mas, a conjunta de X e Z é a conjuntade Xe X +
Y, ou seja, € a mesma coisa que a conjuntade X e
Y.

a Esta funcdo de probabilidade conjunta é, pela
independéncia de X e Y, apenas o produto das
marginais. Logo a conjuntade X e Z é:

f(x,2)=Pr(X =x,Z =2)=Pr(X =x,X +Y =2) =
=Pr(X =x,Y =z-x) = p1- p)".p{L-p)*
_ pz(l_ p)z—z
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Exemplo 3

a A funcao de probabilidade condicional de
X dado X+Y =z é entdo:

f(x2) _ p>.(1-p)*? _ 1

g(x|Z=12)= —
9(z) (z-D.p°.(l-p)"* z-1
ondex=1,2,..... z-1

0 Ou seja, X dado asomae Xe Y é Uniforme
Discreta nos inteiros 1, 2, .., z-1.
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Para Casa

a 1) Considere o Exemplo 2.

a Encontre a distribuicdo condicional de X
dadoZ=X+Y.

0 2) Sejam X e Y independentes e
identicamente distribuidos Bin(n, p).
Mostre que Z =X +Y é Binomial (2n, p) e
encontre a distribuicao condicional de X
dado Z=X+Y.
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Exemplo 4

O Suponhaque XeY sejam iid Geom(p).
1. Encontre a distribuicdo de U = min(X,Y)
2. Ache Pr(min(X,Y) = X) = Pr(Y > X)

o Solucgéo
O Parau um inteiro maior ou igual a 1
segue que:
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Exemplo 4

Pr(min(X,Y)>u)=Pr(X >u,Y >u)=Pr(X >u).Pr(Y >u)

a Mas:
Pr(X >u)=1-Pr(X <u)=1-Pr(X <u-1) =
u-1 u-1 u
. GG 1) q q
=1->q“'p=1-pg ) q"=1-pg 1{—}=
=1 ; q_l q_l

zl_p{q_Q}zl_p{—q +Q}zl+qu-l_1:qu—l
qla-1 gq-1 arp »p

monica.barros@ibge.gov.br 19

9 ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas Z3/1BG _,=

Exemplo 4

0 Ecomo XeY séo iid, esta Gltima probabilidade é
igual a Pr(Y > u).
o Entéo:

Pr(min(X,Y)>u)=Pr(X >u)Pr(Y >u)= (qu_1)2 _ (qz)u—l

o Logo, U=min(X,Y) é tal que prU >u) =(q2)”’1

o Por analogia com os resultados desenvolvidos
para X, segue que U também é umav.a.
Geomeétrica, mas com probabilidade de sucesso

p'=1-0*=2p-p>
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Nota

a A definicdo de probabilidade condicional
também se aplica quando condicionamos
a propria variavel, ou seja, quando Xe Y
coincidem.

a Especificamente:

Pr(Y eB,Y € A) _Pr(Y e AnB)
PriY eA)  Pr(Y eA)

0 Em particular, se B < A segue que:
PI’(Y c B|Y c A)= Pr(Y e AnB) _ Pr(Y € B)
Pr(Y € A) Pr(Y € A)
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Exemplo 5

0 Uma moeda honesta € jogada 3 vezes.
Sabendo que “caras” aparece pelo menos
umavez, qual a probabilidade de aparecer
exatamente 3 vezes?

0 Solucao

0 Seja Y o numero de “caras” nas 3 jogadas.
Como a moeda é honesta, sabemos que Y
€ Binomial com parametros n =3 e p = %.
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Exemplo 5

0 Queremos achar Pr(Y =3]Y >1).
)= Pr(y =3,Y 21): Pr(Y =3) _ Pr(Y=3 _
Pr(Y >1) Pr(Y >1) Pr(Y =1,2,3)
Pr(Y =3) 1/8 1/8 1
T1-Pr(Y=0) 1-1/8 7/8 7

Pr(v =3y >1
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Exemplo 6 — a falta de memaria da
Geométrica

0 Seja X uma variavel Geom(p). Calcule:
aPr(X=t+s|X>t)ondetessao inteiros > 1.

0 Solucéo

0 Do exemplo 4 desta aula (vide slide 19) vimos
ue, para qualquer u inteiro > 1:
qPr Xgu)zqq’1 q =
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Exemplo 6

a Entao:
aPr(X>t)=Pr(Xzt)—Pr(X=t) =q*t-qttp
=q"t(l-p)=gtt.g=0

a Logo:
Pr(X =t+s|X >t)= Pr(X =t+s,X>t) Pr(X=t+s)_
Pr(X >1) Pr(X >t)
t+s-1
= q qt p :qs—l.p:Pr(X :S)
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Exemplo 6

0 Assim, a distribuicao condicional de X —t
dado X >t é também geomeétricacom o
mesmo parametro que a distribuicao de X.

0 Esta propriedade é conhecida como a
“falta de memoria da distribuicao
geométrica”.

monica.barros@ibge.gov.br 26

(3) ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 23 ?

Exemplo 7 — falta de memdéria da Exponencial

0 Seja X uma variavel Exponencial com
parametro A. Calcule Pr(X>t+s | X>1)
ondet e s sdo reais nao negativos.

a Solucgao
0 E analoga a do exemplo anterior.

O Lembre-se que, se X € Expo(A) entdo sua
funcéo de distribuicao é:

F(x)=Pr(X <x)= jﬂ.e‘“dz =1-e** paratodox>0
0
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Exemplo 7

0 Logo, Pr(X>x) = Pr(X>x) = exp(-A.Xx)

Pr(x>t+s|x>t)_Pr(X2t+s,X2t)_Pr(X2t+s)_
B T Pr(x =ty Pr(X=t)

e—l(t+s)

=" =e ™ =Pr(X >s)

0 Suponha que X representa a duragdo de um
equipamento.

a A propriedade de “falta de memaria” da
Exponencial nos diz que este equipamento nao
apresenta desgaste.
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Exemplo 7

0 Em outras palavras, se sabemos que o
equipamento jadurou t “horas”, a probabilidade
dele durar mais s “horas” é igual a de um
equipamento novo durar as mesmas s “horas”.

0 E claro que isso limita o uso da distribuic&o
Exponencial como modelo para a duragéo de
equipamentos, pois podemos imaginar que
apenas aparelhos muito “longe” da sua vida util
possam exibir esta propriedade, ou seja, nao ter
desgaste.
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