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Conteudo

0 Formula da Convolugdo — continuacéao

0 Mais sobre momentos condicionais.
Célculo de valores esperados através do
condicionamento numa variavel — relacéo
entre valores esperados condicionais e
incondicionais — formulas de “Adao e Eva”
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Exemplo 1

o Sejam X e Y iid Unif(0,1). Mostre que a
somade X e Y tem uma densidade
triangular no intervalo (0,2).

a Solucgao
a A densidade de X (e também de Y) é:

f(x)=1se0<x<1
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Exemplo 1

0 Pela formula da convolugdo,seZ=X+Y:

-

z

jdy:z se 0<z<1
0

1
Idy:Z—z se l<z<?2
z-1
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Exemplo 1

a O gréfico da densidade de Z esta a seguir:

Densidadede Z=X +Y
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Mais sobre momentos condicionais

0 Nosso objetivo agora € demonstrar e aplicar duas
expressdes que irei chamar de “Férmulas de
Adéo e Eva” :

0 Seja E(X]Y) afuncdo dav.a. cujovaloremyY =y é
EX]Y=y).

o Note que E(X]Y) é uma variavel aleatoria, pois é
funcado dav.a. Y. Analogamente, VAR(Y|X) é
também uma variavel aleatoria, que é funcéo
apenas de'Y.
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Mais sobre momentos condicionais

a Férmulas de “Adao e Eva”

Ex (X): E, {Exw (X ‘Y)} @
VAR, (X)=E, VAR, (XY }+VAR, E, (XY )} (@)

0 Os subscritos nestas formulas servem
para ajudar vocé a lembrar qual a
densidade (ou funcé&o de probabilidade)
esta sendo usada para o calculo daquele
momento.
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Mais sobre momentos condicionais

0 O que aformula (1) significa?
0 Se Y é umav.a. discreta entdo (1) diz que:

E(X)= D E(X|Y =y)Pr(Yy =)
todoy
0O Se Y é continua entéo (1) afirma que:

E<X>=TE(X 1Y = y)f, (y My
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Mais sobre momentos condicionais

0 Demonstracao (X e Y v.a. discretas)

E(X)= Y E(X|Y=y)Pr(Y =y)=> D xPr(X =x|Y =y)Pr(Yy =y)=

todo y todo y todo x

=> > x Pr(_YXYy)y)Pr(Y=y)=Z XD Pr(X =xY =y)=

todo y todo x todox todoy

= > x.Pr(X =E(X)

todo x
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Mais sobre momentos condicionais

0 Como interpretar a féormula (1)?

0 Esta férmula nos diz que uma maneira de
calcular a média de X, E(X), € através de
uma meédia ponderada do valor esperado
condicional de X dado Y=y, onde cada
termo E(X | Y =y) é ponderado pela
probabilidade do evento em que se esta
condicionando, ou seja, € ponderado por
Pr(Y =vy).
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Exemplo 2

0 Parair de casa para a faculdade vocé tem duas
opcdes de trajeto, ambas demoram meia hora.

a No primeiro, o numero de sinais fechados é uma
v.a. Poisson com média 6,3 sinais em 30 minutos.

a No segundo trajeto, o numero de sinais fechados
€ uma v.a. Poisson com média 8,1 sinais em 30
minutos.

0 Vocé escolhe o seu caminho jogando uma moeda
honesta.

0 Em média, quantos sinais fechados vocé vai
pegar no trajeto?
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Exemplo 2

0 Neste exemplo, condicionar € absolutamente
essencial pararesolver o problema.

0 SejaY =1ou 2, indicando o trajeto escolhido.
Ambos os valores tém a mesma probabilidade
(1/2), pois vocé escolhe o caminho jogando uma
moeda honesta.

0 O numero esperado de sinais fechados no seu
trajeto € entédo:

E(X)=E(X|Y =1)Pr(Y =1)+ E(X |Y =2).Pr(Y =2) =
1 1
= (6,3)§+(8,1)E= 7,2
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Exemplo 3 (a soma de um numero aletdrio de v.a.)

0 Este exemplo tem importantes aplicacfes
préaticas, como descrito a seguir.

a Seja N o numero de acidentes num determinado
intervalo de tempo, uma variavel aleatoria.

O Seja X; 0 numero de feridos no i-ésimo acidente,
i=1,2,3, ..., supostos independentes e
identicamente distribuidos, e independentes de
N.

0 Entdo T, o nimero total de feridos no intervalo de
tempo de interesse, é:
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Exemplo 3 (a soma de um namero aletério de
v.a.)

0 Ou seja, T é uma somade v.a. com um
nuamero aleatorio (N) de termos.

0 Qual serd a média de T? A resposta é
dada imediatamente pela formula (1).

)]
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Exemplo 3 (a soma de um numero aletério de
v.a.)

a Mas,
E(iNzliN :nj: E(iZl:XJN :n]: E(gxij:n.E(X)

0 Pelaindependénciados X's e N, o que
resulta em:

E(T)= E[E(ZN: XiNH =E(N.E(X))=E(N).E(X)
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Exemplo 4 (média da v.a. Geométrica)

0 Uma experiéncia Bernoulli com probabilidade
de sucesso p é realizada nas mesmas
condicdes, e de maneira independente, até
gue o primeiro sucesso seja observado.

0 Seja N o numero de repeticdes até observar o
primeiro sucesso. Entdo N € umav.a.
Geométrica(p) cuja funcéo de probabilidade
é:

f(n)=Pr(N=n)=q"".p paran=1,23,...
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Exemplo 4 (média da v.a. Geométrica)

0 Mostre, usando a férmula (1), que a médiade N é
1/p.

a Solugéao
O SejaY =1seaprimeirarepeticdo é um “sucesso”, Y =
0 do contrério. Note que Y =1 ocorre com
probabilidade p e Y =0 com probabilidade q =1 —p.
o Entdo:
O E(N)=E(N|Y=1).Pr(Y=1) + E(N| Y = 0).Pr(Y=0) =
=p.E(N|Y=1)+(1-p).E(N|Y=0)
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Exemplo 4 (média da v.a. Geométrica)

o Agora, quem sao estes valores esperados
condicionais?

0 E(N|Y=1)=1, pois se aprimeira “jogada” foi um
sucesso, o numero de “jogadas” necessario até
encontrar o 10. “sucesso” (que é a variavel N) é 1.

0 E(N|Y =0)? Nesta situagcado sabe-se que a primeira
tentativa NAO FOl um “sucesso”, foi uma “falha.
Mas, como as repeticdes sucessivas sao, por
hipotese, independentes, apds observar a la.
repeticdo, o numero adicional de repeticdes até o
primeiro “sucesso” continua sendo E(N).
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Exemplo 4 (média da v.a. Geométrica)

a Entao:
OEN)=p.E(N|Y=1)+@-p).E(N|Y=0)=
=p.(1) + (1- p). E(N)

a (1-1+p).E(N)=p +1-p =1

ap.EN)=1
a E(N) = 1/p
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Exemplo 5 — variancia de uma soma de um
numero aleatério de v.a.

o Considere novamente o exemplo 3.
o Como podemos calcular VAR(T)?
o Solucao
a Pelaférmula (2)
0 VAR(T) = E(VAR(T|N)) + VAR(E(T|N)) =
= E(VAR(T|N)) + VAR{ N.E(X)} =
= E(VAR(T|N)) + {E(X)}2.VAR(N)

a O problema se resume ao calculo do primeiro termo, que
pode ser feito de maneira semelhante ao problema 3.
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Exemplo 5 — variancia de uma soma de um
numero aleatério de v.a.

0 Note que:

VAR(T |N =n)=VAR(iZ::Xi|N =n]=VAR(iZ:1:Xi|N =ng

n

:VAR(Z X‘J =nVAR(X)

i=1
0 Assim:
VAR(T |N)= NVAR(X)

Que é uma funcéo da variavel N (pois VAR(X)
€ uma constante).
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Exemplo 5 — variancia de uma soma de um
nuamero aleatério de v.a.

O Logo:

N

VAR(T) :VAR(Z X‘J = E(VAR(T | N )+VAR(E(T |N)) =

= E(NVAR(X))+{E(X)}*VAR(N) =
=VAR(X).E(N)+{E(X)}* VAR(N)
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Exemplo 6
0 Na situacdo do exemplo anterior, se N € uma

variavel Poisson()A), entdo T € conhecida
como uma variavel Poisson composta.

O Neste caso, E(N) = VAR(N) = A e entéo:
N
E(T) = E[E(Z xi|NH= E(N).E(X)=4.E(X)
i=1
VAR(I'):VAR[ZN: Xij:VAR(X).E(N)+{E(X)}Z.VAR(N):

= AVAR(X) + A{E(X)}
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Exemplo 6

O Mas, lembre-se que, para qualquer v.a. X:
0 VAR(X) = E(X?) — {E(X)}?

a Assim:

0 E(X?) = VAR(X) + {E(X)}?

0 Substituindo esta expresséo no slide
anterior leva a:
VAR(T) = AVAR(X) + A{E(X)}’ = LE(X?)
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