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Conteudo
Probabilidade Il 0 Mais sobre momentos condicionais.
Aula 6 Calculo de valores esperados através do
uia condicionamento numa variavel — relacao

entre valores esperados condicionais e

Margo de 2009 incondicionais — formulas de “Adao e Eva”

0 Exemplos
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Da aula passada.... Exemplo 1
a Formulas de “Adao e Eva” 0 Um presidiario descobre que na sua cela existem
3 tuneis, que ele pode escolher aleatoriamente.
E,(x)=EE,, (X|Y)} (1) o No 1o tunel ele consegue fugir apos duas horas
de trajeto.
¢ 0 No 2o0. tunel, ele volta a cela apds trés horas de
VARX (X ) = EY {VARXIY (X|Y)}+ VARY {EXIY (X|Y)} (2) viagem.
a No 3o. tunel, ele volta a cela apos uma hora de
viagem.

0 Supondo que, a qualquer momento, o presidiario
escolhe um dos tuneis ao acaso, qual o intervalo
de tempo esperado até ele conseguir fugir?
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Exemplo 1 — Solucao

0 Seja X o tempo até o presidiario conseguir
escapar, e Y o tunel escolhido.

0 Entao queremos encontrar E(X), e faremos
isso condicionando nos diversos valores
de Y.

EX)=E(X|y =1)Pr(y =1)+ E(X|y =2)Pr(Y = 2)+ E(X]y =3)Pr(v =3)=

- %{E(X‘Y =1)+ E(X|y =2)+ E(x|r =3)}
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Exemplo 1 - Solucao

0 Assim:
E(X)= %{E(X\Y =1)+ E(X]y =2)+ E(x|r =3)}=
=%{2+3+E(X)+1+E(X)}=%{2E(X)+6}

¥=2:>E(X)=6
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Exemplo 1 — Solucao

0 Mas: E(XI Y = 1) =2

a E(X| Y =2) =3 + E(X). Por que? Se ele
escolhe o segundo tunel, ele passa 3
horas no tunel e entao retorna a cela, e o
problema volta exatamente as mesmas
condicoes que antes, mas com um tempo
adicional de 3 horas.

0 Analogamente:
a E(X| Y =3) =1+ E(X).
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Exemplo 2 - varidancia da v.a. Geométrica

0 Veja o exemplo 4 da aula passada (média
da v.a. Geométrica)

0 Seja N o numero de repeticoes até
observar o primeiro sucesso.

0 Entao N é uma v.a. Geométrica(p).

0 Mostre, usando as férmulas de “Adao e
Eva”, que a variancia de N é q/p2.
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Exemplo 2 - variancia da v.a. Geométrica

0 Solucao

a Pela definicao de variancia:

o VAR(N) = E(N2) — {E(N)}2 = E(N2) — (1/p)? pois a
média de N ja foi calculada no exemplo 4 da
aula passada.

0 Seja Y =1 se a primeira repeticao é um
“sucesso”, Y = 0 do contrario. Note que Y = 1
ocorre com probabilidade pe Y =0 com
probabilidade q =1 - p.
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Exemplo 2 - variancia da v.a. Geométrica

o Entao:

o E(N?]Y = 0) = E{(1 + N)2}

0 Assim:

0 E(N2) = E(N2|Y = 0). Pr(Y = 0) + E(N2|Y = 1). Pr(Y = 1)
= E(1 + 2N + N2).(1-p) + (1).p

a E(N?) — (1-p).E(N?) = (1-p) + p + 2(1-p).E(N)
o p. E(N2) = 1 + 2(1-p)(1/p)

0 p.E(N?) ={p+2-2p}p={2-p}p

0 E(N?) = {2 - p}/p?
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Exemplo 2 - variancia da v.a. Geométrica

o Entao:
o E(N2) = E(E(N? | Y)) = p.E(N2]Y =1) + (1-p). E(N?|Y =0) =

a Mas:

a E(N?|Y =1) = 1 pois se a primeira repeticao resulta num
sucesso (istoé,Y=1),entatoN=1e N2 =1.

a Do contrario, se Y = 0 (a primeira repeticao nao é um
sucesso), entdao o numero total de repeticoes
necessarias até obter o primeiro sucesso sera 1 mais
o numero de repeticées adicionais, que tem a mesma
distribuicao que N.
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Exemplo 2 - varidancia da v.a. Geométrica

0 Logo:

a VAR(N) = E(N?) — {E(N)}? =
= (2-p)/p? - (1/p)? = (2-p-1)/p? = (1-p)/p?=
= q/p?
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Calculo de probabilidades através do
condicionamento

0 Seja E um evento qualquer e defina o indicador
deste evento como:

B 1 se oevento E ocorre
{0 se o evento E ndo ocorre

0 Entao, pela definicao de X:
E(X)=0Pr(X=0)+1.Pr(X =1)=Pr(X =1)=Pr(FE)

0 Ou seja, a média do indicador é igual a
probabilidade de ocorréncia do evento E.
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Calculo de probabilidades através do
condicionamento

0 Exemplo 3

0 Sejam X e Y variaveis continuas
independentes com densidades fy e f,
respectivamente. Calcule Pr(X < Y).

0 Solucao
O A idéia é condicionar aos valores de Y.
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Calculo de probabilidades através do
condicionamento

0 E o que acontece se condicionamos a
uma outra variavel aleatoria Y?
Pr(E)=E(X)=E(E(XY)=

ZPr(E |Y=y)Pr(Y =y) seY édiscreta

todoy

IPr(E 1Y = y).fy (y)dy se Y € continua
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Exemplo 3 - continuacao
Pr(X <¥)= [Pr(X <¥|Y = y)f, (»dy = [Pr(X <|¥ = y)f, ()dy=

= [Pr(X <y)f, dy = [F (0)f (0dy

—oo —oo

onde

y
F, (y)= I fx (x)dx éafuncdo de distribuicdo acumulada de X

—oo.
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Exemplo 4

a Considere a situacao do exemplo 3 e
suponha que X e Y sao iid Expo().
Encontre Pr(X < Y).

0 Solucao

0 Lembre-se que a funcao de distribuicao
acumulada de uma v.a. Expo(A) é:

a F(u) =1 — exp(-A.u)
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Exemplo 5 (para casa)

0 Refaca o exemplo anterior supondo agora
que X e Y sao independentes e
Exponenciais, mas X tem média1/ALe Y
tem média 1/(2.1).
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Exemplo 4
Pr(X <¥)= [Pr(X < y)fy (dy = [ F, (y)f, )y =
= T{l —eM }ﬂ.e"l'ydy = Tﬂ.e_l'ydy —T Ae M dy =

0 0 0

225 \oo
=1-4 ¢ —1-Ao——1 |- -1t
—24 )0 (—2) 2 2

a Note que a primeira integral acima é 1 pois é a integral
de uma densidade Exponencial.
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Exemplo 6

0 O numero de carros parados numa certa
“blitz” na 6a. feira € uma variavel aleatéria
Poisson com média 12,4.

0 Quando um carro é parado, verifica-se se o
motorista esta alcoolizado. A probabilidade
disso acontecer é 25%.

0 Qual a probabilidade de encontrar menos de
3 motoristas bébados numa certa “blitz”?
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Exemplo 6

0 Solucao
a Seja Y o numero de carros parados na “blitz”
numa certa 62. feira.

0 Seja X o indicador de um motorista bébado.
Queremos encontrar Pr(X < 3) para uma “blitz”
tipica.
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Exemplo 7

o (Vide o exemplo anterior e compare).

0 Um cliente entra numa loja e compra uma camisa
com probabilidade p.

o O numero de clientes que entram na loja durante
um dia é uma variavel Poisson com parametro A.
a Calcule:

o A probabilidade da loja ndo vender qualquer camisa
num certo dia.

o A probabilidade da loja vender exatamente k camisas
em um dia.
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Exemplo 6

Pr(X <3)= Y Pr(X<31Y=y)Pr(Y =)

todo y

6712‘4 (1 2’4)}‘

=Y Pr(X<31Y=y) =

¥ !

d
oo -12,4 Y

=y (12.4) Pr(X=0121Y=y)=
y=0

[
=

_ W{[é](o,zs)o(oﬁ)’ +(1y ](o,zs)‘ (075" +[;j(0,25)2 (0,75)"’2}

y!

- < 124) .{(0,75)v +(0,25)0,75)" er(o,zs)2 (0,75)“’2}

DI

y=0

=0,401163 (resolvido numericamente somando y até 100 - convergéncia obtida apds 30 termos na soma)

monica.barros@ibge.gov.br 22

O RO st e o ams_

Exemplo 7

0 A estrutura deste exemplo é exatamente
igual a do anterior (verifique!).

0 Seja Y o numero de clientes que entram
na loja no dia.

0 Seja X o numero de camisas vendidas no
dia.
0 Entao:
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Exemplo 7

=

Pr(X =0)=>"Pr(X =0y = y)Pr(¥ = y) =

y=0

) -1
=S pr(x =0y = y) ¢
y=0

y!

0 Mas, se y clientes entraram na loja, a
probabilidade de nenhum ter comprado
uma camisa é Y = (1-p)Y, pois DADO Y =V,
X é Binomial com parametros y e p.
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Exemplo 7

o Assim:

oo

Pr(X =k)=> Pr(X =y = y)Pr(Y = y) =

=0

o -1 gy
= z [/ZJ prg™* ¢ 'ﬁ note que esta probabilidade s6 sera diferente de zerose k <y
¥=0 y:

oo -4k o

_ Z y! - et _e’p y! - A

Zag-oP T Ty = G-ot T

I RSV A Y SRS M G
N2 G- K 2ol ko

Y _ ) et )
k! k! k!
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Exemplo 7

o Entao:

Pr(X =0)=iPr(X =0y = y)Pr(Y = y) =

y=0

=e

:iqy et X :ie"’l.(ﬂq)” e%i(ﬂq)y — ot M — g A1) _ o hp

o Para calcular a probabilidade de que exatamente k
camisas sejam vendidas no dia, basta lembrar que
a probabilidade condicional é Binomial(y,p), como
ja mencionado antes.
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Exemplo 7

0 Substituindo este resultado no exemplo
anterior:
a Pr(X = 0) = exp(-12,4/4) = exp(-3,1) = 0,045049
a Pr(X =1) =3,1*exp(-3,1) = 0,139653
a Pr(X = 2) = (3,1)>*exp(-3,1)/2 = 0,216461

o Assim:
0 Pr(X < 3) =0,045049 + 0,139653 + 0,216461 =

=0,401163 como ja haviamos mostrado
numericamente
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