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Exemplo 1 Exemplo 1
0 Considere n repeticoes independentes, 0 Suponha agora que p € uma variavel
cada uma com a mesma probabilidade de aleatdria com distribuicao Uniforme(0,1).
sucesso p.
0 Calcule Pr(X = x) usando os resultados ja
0 Seja X o numero de sucessos has n estudados sobre condicionamento numa
repeticoes. variavel aleatoria.

0 Se p € um numero fixo, X é uma variavel
Binomial com parametros n e p.
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Exemplo 1
Pr(X =x) = [Pr(X = x|p).f (p)dp

0 Mas, f(p) é a densidade Unif(0,1) e entao:

Pr(X =x)= j( jp*(l —p)""(hdp
0

n
X
0 Para resolver esta ultima integral
precisamos da definicao da funcao Beta.
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Exemplo 2

o Considere agora a situacao anterior e calcule a
probabilidade condicional de que a (r+1)-ésima
repeticao sera um sucesso dado um total de x

sucessos (e r-x) falhas nas r primeiras repeticoes.

Pr{(r +1)ésima repetigo € sucesso \x sucessos nas r primeiras repetigées}:
_ Pr{(r +1)ésima repeti¢io é sucesso, x sucessos nas r primeiras repeticoes} _
Pr{x sucessos nas r primeiras repeti¢des}

1
j Pr{(r +1)ésima repeti¢do € sucesso, X sucessos nas r primeiras repetig()es‘p}dp
0

1/(r+1)
JLP{rjp”(l—p)”"dp (e+2)r( )
X AT . rx+2)0(r—x+1
-y e = e
() =X D! (D! x+l
xr=x!  (r+2) r+2)! x r+2
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Exemplo 1

0 Funcao Beta (a, b) — definicao

b e T@EG) _ (@=Db=D)!
Plab)=[x"0-0"dx T(a+b)  (a+b—1)

0

a Do slide anterior segue que:

Lin ) )L )
Pr(X =x) =j[x}fa—p)" *(dp =[xj [P a-py~dp=

z[nJ T+DC(n—x+1) _ nl  (0)l(r-x)!_

X I'n+2) xl(n—x)! (n+1)!

= L para x=0,1,2,.....,n

n+l
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Exemplo 2

0 No caso particular x = r, a equacao do
slide anterior é conhecida como regra de
sucessao de Laplace.

0 Por substituicao na expressao do slide
anterior:

.. L .. . r+1
Pr{( r+1)ésima repetigao é sucesso ‘r sucessos nas r primeiras repetlgoes}z )
r+
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Exemplo 2

a O que esta regra quer dizer?

0 Se vocé obteve r sucessos em r
repeticoes independentes, todas com a
mesma probabilidade, a probabilidade da
proxima repeticao ser um sucesso é
(r+1)/(r+2).

0 Esta regra causou muita controvérsia nos
tempos de Laplace.
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Exemplo 2

Q Em resumo:

O Se as primeiras r repeticoes independentes
resultam em x sucessos, entao a proxima repeticao
sera um sucesso com probabilidade (x+1)/(r+2).

0 Qual a situacao que, na pratica, corresponde a esta
questao?
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Exemplo 2

a Por que?

a O problema estava em tentar aplica-la em
situacoes onde nao ficava realmente claro se as
repeticoes eram independentes....

o Por exemplo, esta regra era usada para justificar
proposicoes como: “se eu jantei bem num
restaurante 2 vezes, entao a probabilidade de eu
jantar bem no mesmo restaurante é 3:”. Quem
garante que sao repeticoes independentes com a
mesma probabilidade de sucesso?
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Exemplo 2

0 Imagine uma urna que inicialmente
contém uma bola branca e uma bola preta.

0 A cada estagio, uma bola é retirada da
caixa e substituida por duas bolas da
mesma cor da que foi retirada.

0 Ou seja, a cada retirada, o numero de
bolas na caixa aumenta.
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Exemplo 2
a0 Por exemplo, se fizemos 2 retiradas, e nas

duas encontramos bolas brancas, o que
aconteceu?

o Caixa Original

1 branca

1 preta
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Exemplo 2

0 Em geral, se, das primeiras r bolas, x
forem brancas, a caixa na ocasiao da
(r+1)-ésima retirada contera (x+1) bolas
brancas e (r-x+1) pretas.

0 Logo, a probabilidade de retirada de uma
bola branca na (r+1)-ésima tentativa
sera:(x+1)/(r+2).
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Exemplo 2

Q Apos a 12, Retirada (de uma bola branca)

2 brancas
1 preta

0 Apés a 22. Retirada (de uma bola branca)

3 brancas
1 preta
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Exemplo 2

0 Se identificarmos “bola branca” como um
“sucesso” podemos pensar nesta
descricao como a justificativa da
probabilidade encontrada neste exemplo.

0 O esquema de amostragem descrito aqui
é chamado de Urna de Polya.
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A densidade Beta

0 No exemplo anterior poderiamos ter
usado uma densidade mais geral para p.

0 Poderiamos ter suposto que p era uma
v.a. com densidade Beta(m,n), ou seja:

_ F(m+n)

~ T(m)T(n)

p"'(1-p)"" onde0<p<1 em,ninteiros>1
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A densidade Beta

0 Um caso particular importante da densidade Beta
é a Unif(0,1), que ocorre quandom=n=1.

o A vantagem em especificar uma densidade
Beta(m,n) para p no Exemplo 1, ao invés da
densidade Unif(0,1) é permitir que a densidade de
p esteja centrada em qualquer ponto do intervalo
(0,1), e que a variancia possa ser grande ou
pequena, dependendo da escolha dos
parametros.
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A densidade Beta

0 Se X tem densidade Beta(m, n) entao:

m

E(X)= m+n

mn
(m+n+1) (m+n)’
0 E o k-ésimo momento é:

_ I'tk+m)I'(m+n)
"~ Tm)T(k +m+n)

VAR(X) =

E(XY
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A regra de Bayes revisitada

0 Ja falamos muito sobre densidades
marginais e condicionais e ainda nao
aproveitamos a idéia de poder “reverter”
estas densidades, ou seja, usar o teorema
de Bayes.

a O resultado sera mostrado no caso
continuo, e é analogo no caso discreto.
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A regra de Bayes revisitada

0 A densidade condicional de X dado Y é
dada por:

_ Sy
fy()’)

0 Podemos escrever a densidade conjunta
em termos da outra densidade condicional
(isto é, de Y dado X) e assim:

6 y)= fux (012 f ()

fxnf(x' )’)
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A regra de Bayes revisitada

0 Juntando todos estes resultados leva a:
Sox 10 f (%)

oo (101 (o0

Far(xly)=

0 Esta formula pode ser modificada quando
uma das variaveis é continua e a outra é
discreta, ou quando ambas sao discretas.
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A regra de Bayes revisitada

0 Usando esta ultima definicao da densidade conjunta

para calcular a marginal de Y que aparece no
denominador na definicao da condicional de X dado
Y temos:

Fr = [ £ yde= [ fre (V10)f; (D)
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Exemplo 3

0 Considere a situacao do exemplo 1 e
calcule a densidade condicional de p dado
X=x.

0 Solucao

0 Grande parte do trabalho ja foi feito no
Exemplo 1, que era o calculo do
denominador (a marginal de X).
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Exemplo 3

a A densidade conjunta é:

flxp)= @p"(l— Py ()= £(x1 p).f(p)

0 A marginal de X ja foi obtida no exemplo 1:

1
Pr(X =x)= f,(x)=—— para x=0,1,2,....,n
n+l1
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Exemplo 3

0 Ou seja, DADO X = x, p tem densidade
Beta com parametros (x+1) e (n-x+1).

a Em particular, a média condicional de p
dado X =x é:

x+1 _ x+1
x+1l+n—x+1 n-2

E(pl X =x)=
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Exemplo 3

0 Note que para obter a marginal de X
integramos a conjunta para todo os
valores de p no exemplo 1.

0 Entao, agora basta aplicar a definicao de
densidade condicional.

——pl=p)”
x!l(n—x)! (n+D! | e
= = 1— =
Jex (P1X) 1 (-l P)
n+l1

F(n + 2) +1-1 n—x+1-1
= RV O<p<l
F(x+l)F(n—x+1)p (-p) patalisp
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Exemplo 4

0 Seja Y o numero de acidentes em que um
motorista se involve hum periodo de
tempo.

a Suponha que Y seja Poisson(u), onde u
depende do motorista.

0 Se escolhermos um motorista ao acaso na
populacao podemos supor que u € uma
v.a. U com densidade f;. Note que U é
continua e maior que zero.
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Exemplo 4

0 Suponha que U tem densidade Gama(a, b).
o Calcule:

1. A funcao de probabilidade marginal de Y.
2. A densidade condicionalde Udado Y =.
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Exemplo 4

0 Precisamos transformar a ultima integral
numa integral de funcao gama. Para isso,
basta fazer a mudanca de variaveis:

at=(b+1)u = dt =(b+1) du

0 Os limites de integracao nao se alteram
com a mudanca de variaveis.
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Exemplo 4

0 Solucao
0 A densidade conjuntade Ye U é:

- -1 _-b
e'u’ b'ue™

f(y,u)= ' @) parau>0,a>0,b>0,y=0,1,2,...
y! a
a A funcao de probabilidade marginal de Y
é:

e'u) biutle™

KM =Pr¥ =y)=| f(y.u)du = du=
! ! ! " T
a e @byl
— b J'u e gy,
y!l(a) 3
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Exemplo 4

0 A funcao de probabilidade de Y é:

a+y-1

Ju e O gy =
y'I'(a) s

_ b T 1 ‘”He_, dr
yiI'(a) s\ b+1 b+1

0

a a+y o a+y-1
b (1j [0)  etdi=

T yIN@) \b+1

b? 1\ b'T(a+y)
= _— F [ N A A—
y!F(a)(b+1] la+y) yID(a)(b+1)"""

Sy =PrY =y)=
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Exemplo 4

0 A densidade condicional de U dado Y=y
é:
e—uuy baua—le—bu
f(y’u) _ f(y,u) 3 y| r(a) (b+1)a+)’e—(b+1)uua+y—l

Sow@ly)=

f(» Pe¥=y)  Lla+yp* Ta+y)
yIl(a)b+1)""

0 Ou seja, DADO Y =y, U é Gama com
parametros (a + y) e (b + 1).
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