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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 Faremos agora um exemplo um
pouquinho diferente dos da aula passada,
mas que é também uma aplicacao da
regra de Bayes.

0 Lembre-se que, no caso de X ser uma v.a.
discreta a regra de Bayes torna-se:

Foy (x1y)= Foe 1) fy (1) _ Fox 0 1x).Pr(X = x)
Xy ZfYIX (y | x).fx (x) szx (y | x).Pr(X =x)

todo x todo x
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Conteudo

0 A regra de Bayes revisitada — exemplo extra
O Vetores Aleatodrios

a Funcgoes de Duas Variaveis Aleatérias

0 O método do Jacobiano em Duas dimensoes

0 A Densidade da Soma de Duas Variaveis Aleatorias
independentes

0 A Densidade do Quociente de Duas Variaveis
Aleatorias independentes

0 A Densidade do Produto de Duas Variaveis
Aleatdrias independentes
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 Exemplo

0 Suponha que, condicionalmentea P =p, Y
€ Binomial com parametros n = 10 e p.

0 Suponha também que P é uma variavel
discreta, cujos valores possiveis sao ", 2
e 3/4, e a estes valores estao associadas
as probabilidades 0.3, 0.4 e 0.3
respectivamente.
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 Pergunta-se:

0 Qual a funcao de probabilidade marginal
de Y?

0 Qual a funcao de probabilidade
condicional de P dado Y = y?
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 Entao, a funcao de probabilidade de P
pode ser escrita como:

folp)=030, 0 +04d 5 +03.0 0

0 Assim, a funcao de probabilidade
conjunta de Y e P é dada por:

10 y 10—y
F,p)= N3 (A=) {0300, +040 L +030, 0 )=

10 LY /(3)" "’ 31" 113
:(y j{0.3[4] (Zj Ii,y+04 3 Iy, +0.3 1) l2 I, s paray:O,l,..,IOep:Z,E,Z
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 Solucao

0 O primeiro passo é escrever a conjunta de
Y e P, que é dada no problema.

0 Note que a forma mais facil de escrever a
marginal de P é em termos de variaveis
indicadoras. Lembre-se que o indicador
do evento A é:

I.(p)= I se peA
A= 0 sepegA
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

a A funcao de probabilidade marginal de Y é
apenas o somatorio desta conjunta para todo p,
ou seja, para os trés valores possiveis de P.

0 Note que isso apenas equivale a uma soma
ponderada de probabilidades Binomiais, cujos
fatores de ponderacao sao, respectivamente, 0.3,
0.4 e 0.3. No slide a seguir apresentamos as
probabilidades Binomiais e a soma ponderada.
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 A marginal de Y é:

y Bin(10,1/4) Bin(10,1/2) Bin(10,3/4) Pr(Y=y) (marginal)

0 0.0563 0.0010 0.0000 0.0173

1 0.1877 0.0098 0.0000 0.0602

2 0.2816 0.0439 0.0004 0.1022

3 0.2503 0.1172 0.0031 0.1229

4 0.1460 0.2051 0.0162 0.1307

5 0.0584 0.2461 0.0584 0.1335

6 0.0162 0.2051 0.1460 0.1307

7 0.0031 0.1172 0.2503 0.1229

8 0.0004 0.0439 0.2816 0.1022

9 0.0000 0.0098 0.1877 0.0602

10 0.0000 0.0010 0.0563 0.0173

soma 1 1 1 1
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

a Como resolver isso?
a A funcao de probabilidade condicional de P dado

Y =y é apenas a conjunta (que ja conhecemos)
sobre a marginal de Y (que acabamos de

calcular). (;OJ {0'3( % j@o}

O Ouseja: f/41y=y)= T
Y=y

ot

(lyoj{“@@} Para y =0,1,...,10

Pr(Y =y)
monica.barros@ibge.gov.br 11
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

o E a funcao de probabilidade condicional de P dado
Y=y?

0 Lembre-se que P s6 admite 3 valores possiveis
(1/4, V2 e %) e assim esta funcao de probabilidade
condicional so6 tera probabilidades diferentes de
zero para estes valores de P.

0 Também, o valor observado de Y deve afetar a
nossa “opiniao” sobre P. Por exemplo, se nas 10
repeticoes observamos 9 sucessos, a experiéncia
esta nos dando uma evidéncia bem clara de que o
valor “verdadeiro”de P deve ser alto (no caso, %).

monica.barros@ibge.gov.br 10

@ ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas S2IBGE

A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

o O denominador na expressao anterior foi obtido
no slide 9 para cada valor possivel de Y.

a Por exemplo, se Y =0, a funcao de probabilidade
condicional de P dado Y =0 é:

{0.3(3}0} Pode-se notar que isso
flrary = y):W=O.9774 é uma fupgéo de '
' N probabilidade, pois a
{()'4[2] } soma dos valores é
FUI21Y = )= - =00226 um e todos sdo nao
{0.3[ 1 '0} negativos
fBr41y=y)= Y iesaoy
0.0173  monica.barros@ibge.gov.br 12
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A regra de Bayes revisitada — exemplo extra

0 De maneira similar, as funcoes de
probabilidade de P dado que Y = 9 sao:

FOIBIRE _—
waren ST LI, Yo
10{0_4(;)")} _4( % probabilidade.

Pr(Y=y)  0.0602

4)\4

fB141Y =y)= PrY=y) o060z 230 ados outros valores € baixa.
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Funcoes de Duas Variaveis Aleatdrias

o Exemplo 1 - Caso Discreto

a Suponha que X, e X, representam o numero de
defeitos em aparelhos produzidos por duas
maquinas diferentes durante um intervalo de uma
hora.

0 Suponha que a funcao de probabilidade conjunta
de X, e X, é dada pela tabela a seguir:

X1 0 1 2 3 Pr(X3 = x2)
lev
0 0.02 0.03 0.04 0.01 0.10
1 0.06 0.09 0.12 0.03 0.30
2 0.10 0.15 0.20 0.05 0.50
3 0.02 0.03 0.04 0.01 0.10
Pr(X4 =xq) 0.20 0.30 0.40 0.10
monica.barros@Ibge.gov.b 15

j =0.0649 Além disso, se observamos
o Y =9, a probabilidade de P
10{0-3@] G) } 3(§T(lj] =3/4 € muito alta, enquanto
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Funcoes de Duas Variaveis Aleatorias

o Dada uma funcao Y = h(X,, X,) encontre a
densidade (ou funcao de probabilidade) de Y.

o Encontrar a funcao de probabilidade de Y é bem
simples quando X, e X, sao discretas.

a No caso continuo, o método proposto para
encontrar a densidade de Y é apenas uma
generalizacao do método do Jacobiano, ja
estudado no caso univariado.
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Exemplo 1

0 Seja Y = X, + X, o numero total de defeitos nos
aparelhos produzidos pelas maquinas nhum
intervalo de uma hora.

0 Os valores possiveis de Y sao {0, 1, 2, ...., 6}.
Como calcular a probabilidade de cada um destes
valores?

a Ou seja, como encontrar a funcdao de
probabilidade de Y?

o Analogamente ao caso discreto univariado,
precisamos associar aos valores de Y os valores
possiveis de X, e X, .

monica.barros@ibge.gov.br 16
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Exemplo 1

a Por exemplo, se Y = 0, o unico evento possivel

para o par (X, X,) € X, = X, = 0. Da funcao de
probabilidade conjunta dada pela tabela anterior
verificamos que a probabilidade deste evento é
0.02.

0 Podemos criar uma tabela com os valores de Y e
suas respectivas probabilidades. Esta tabela é a
funcao de probabilidade de Y.

0 Para facilitar a visualizacao incluimos também na
tabela os pares (X,, X,) que produzem cada valor
de Y.
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Funcdes de Duas Variaveis Aleatdrias — caso

continuo

0 Sejam X, e X, variaveis aleatérias continuas com
densidade conjunta f(X,, X,) e Y = h,(X,, X, ) onde
h, é uma funcao continua.

o Como encontrar a densidade de Y?

0 1) Crie uma variavel auxiliar Z = h, (X;, X,). Esta
funcdo h, deve ser escolhida da forma mais
simples possivel para facilitar o calculo da
densidade marginal de Y a partir da conjunta de Y
e Z. Frequentemente fazemos Z = X, ou Z = X..

0 2) Encontre as funcoes inversas X; = u,(Y, Z) e X,=
u,(Y,2).

monica.barros@ibge.gov.br 19
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Exemplo 1
y fly) =Pr(Y =y) (X1, X2)
0 0.02 (0,0)
1 0.06+0.03 = 0.09 (0,1),(1,0)
2 0.10+0.09+0.04 = 0.23 (0,2),(1,1),(2,0)
3 0.02+0.15+0.12+0.01| (0,3),(1,2),(2,1),(3,0)
=0.30
4 0.03 + 0.20 + 0.03 = 0.26 (1,3),(2,2),(3,1)
5 0.04 + 0.05 = 0.09 (2,3),(3,2)
6 0.01 (3,3)

Note que f(y) é realmente uma funcao de probabilidade,
pois sua soma para todos os valores de y é 1.
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Funcoes de Duas Variaveis Aleatdrias — caso
continuo

0 3)Encontre as derivadas parciais das
variaveis "velhas" (X, e X,) em relacao as
variaveis "novas" (Y e 2).

0 4)Encontre o Jacobiano da transformacao,
J, definido por: o,

& o

&, oy

& ok

monica.barros@ibge.gov.br 20
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Funcoes de Duas Variaveis Aleatdrias — caso
continuo

0 5) Calcule o médulo do jacobiano, | J |.

0O 6) Escreva a densidade conjunta de Y e Z como:
0 g(y, 2) = f( x4, X5). | J | =1(uy(y, 2), ux(y, 2)) . | J |

0 Onde f( ., .) é a densidade conjunta de X, e X, e
estas variaveis aparecem em termos das novas
variaveis Y e Z.

monica.barros@ibge.gov.br 21
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Notas - Método do Jacobiano em duas
dimensoes

0 E preciso usar o mesmo numero de variaveis
"novas" e "velhas". Isso justifica a introducao da
variavel auxiliar Z. A integracao desta variavel
para produzir a densidade marginal da variavel de
interesse Y explica porque Z deve ser escolhido
da maneira mais simples possivel.

0 Deve-se usar o modulo do Jacobiano para
garantir que ¢(y,z) seja sempre uma funcao nao
negativa.

monica.barros@ibge.gov.br 23
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Funcoes de Duas Variaveis Aleatdrias — caso
continuo

0 7) A densidade de Y é obtida pela integral da
conjunta em relacao a Z, isto é:

8,(y»)= Ig(y,z)dz

o Ao integrarmos a conjunta em relacao a Z
estamos "nos livrando" desta variavel, pois o
resultado é funcao apenas da variavel de
interesse Y.

monica.barros@ibge.gov.br 22
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Notas - Método do Jacobiano em duas
dimensoes

0 Muitas vezes estamos interessados em
obter as densidades marginais de duas
variaveis pré-especificadas Y e Z.

0 Neste caso certamente nao é necessario
introduzir qualquer variavel auxiliar.

0 O método descrito anteriormente se aplica
quase que da mesma maneira a variaveis
discretas.
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@ Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas Z2IBGE

Notas - Método do Jacobiano em duas

dimensoes

0 A unica diferenca é que o termo | J | nao
existe no caso discreto, e entao nao é
preciso calcular as derivadas parciais.

0 A densidade marginal da variavel de
interesse Y é obtida somando-se a
conjunta de Y e Z para todos os valores da
variavel auxiliar Z.
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Exemplo 2

0 Solucao

0 A area do alvo é w. r2. Assim,se Xe Y
representam as coordenadas do ponto de
impacto, e se a densidade conjunta de
(X,Y) é Uniforme no circulo temos:

se x* + yZSr2

f,y)={mr’
0 se (x,y) fora do circulo
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Exemplo 2

0 Um atirador atira num alvo circular de raio r.
As coordenadas do ponto de impacto estao
uniformemente distribuidas no circulo. O
centro do alvo corresponde as coordenadas
(0, 0).

0 Encontre a densidade da variavel Z = (X2 +
Y2)12 que representa a distancia entre o
ponto de impacto e o centro do alvo.
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Exemplo 2

0 A variavel de interesse é a distancia do ponto de
impacto a origem, definida como:

z=q/x% +y?

o Defina a variavel auxiliar 6 = arc tan (y/x). Note que a
transformacao inversa, que expressax ey
(coordenadas retangulares) em termos dere 6
(coordenadas polares) é:

O X =2z.cos (0)
Q y=2z. sen(0)
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Exemplo 2

a Logo, o Jacobiano da transformacao é:

o &k
cos 6,—z. si
J=det gz] ‘;‘9 = det(sine Z;A:ZGJ =z.cos’ O+z.sin"0=7
& o8

0 Como z é maior que zero por construcao,
segue que | J | = z.
0 A densidade conjuntade Ze 6 é:

8(z,0)= Zz,ondeOSereOSQSZ.ﬂ'
z.r

monica.barros@ibge.gov.br 29
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Exemplo 2

0 Suponha que o raio do circulo é 2. Neste
caso a marginal de Z é ¢g(z) = z/2 , para z
definido no intervalo [0,2].

a Por exemplo, a probabilidade da distancia a

origem estar entre 1/4 e 3/4 é, neste caso:

3/4 23/4
Pr(lszsi)zj L= pirl
4 4) ua ) 411/4 8
monica.barros@ibge.gov.br 31
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Exemplo 2

0 A densidade de Z é obtida pela integracao
da densidade conjunta com relacao a 6.

2.7

2
2,()= [ 2(z.0)d0=

0 0

T
Z 27

d49=—2 onde 0<z<r

T.r? r

o Como exercicio, mostre que a marginal de
Z encontrada acima realmente integra a 1.
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A soma de duas variaveis aleatorias
independentes

0 Ja tratamos deste problema na aula 4 e
voltamos a ele agora, apresentando de
novo a formula da convolucao.

0 Note que este problema é apenas um caso
particular do problema que estamos
tratando, de descobrir quem é a
densidade (ou funcao de probabilidade)
de uma funcao de duas variaveis
aleatdrias.
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A soma de duas variaveis aleatorias
independentes

0 Teorema (Féormula da Convolucao)

OSeja Z = X + Y onde X e Y sao variaveis
independentes com densidade conjunta f(x, y) =
f(x)-f(y).

0 Entao a densidade de Z é dada por:

g =] ff,(z=0dx=[" f(z=y).f,(»dy

0 E no caso discreto a funcao de probabilidade de Z é:

g(2)=Pr(Z=2)= Y f.(0).f,(z=0)= f.(z=y).f,(¥)

todo x todo y

monica.barros@ibge.gov.br 33

9 ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas -g’:};ms: o2
A soma de duas variaveis aleatorias

independentes

0 A transformacao inversa é:
X=Z—WwW

y=w

a O Jacobiano da transformacao é:

ox ox
e 1
J =det gl ow :det[ szl
y 11

% w
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A soma de duas variaveis aleatorias
independentes

0 Demonstracao — caso continuo

0 Considere a transformacao:

_)
y w=y
0 Note que a segunda variavel na
transformacao é apenas uma variavel
auxiliar, definida de uma maneira “facil”.

O nosso interesse esta apenas na
marginal de Z.
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A soma de duas variaveis aleatorias

independentes

o Portanto, o médulo do Jacobiano também
é igual a um.

0 Assim, a densidade conjunta das novas
variaveis Ze W é:

g(z,w)=f(x,y)= fx (0).fy () = fx (2=w).fy(W)

0 A densidade marginal de Z, que é o que
nos interessa, é:

£, = [ gz, wdw=[ £ (z=w)f, (w)dw
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A soma de duas variaveis aleatorias
independentes

a A outra expressao para a formula da
convolucao pode ser obtida pelo método
do Jacobiano se fizermos a transformacao
de variaveis:

%
y w=x
a VERIFIQUE!
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Distribuicdo do Quociente de duas v.a.
independentes

0 Demonstracao
0 Faca a transformacao:

Rl

a A transformacao inversa é:
X=2zZw

y=w
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Distribui¢do do Quociente de duas v.a.
independentes

0 Teorema

0 Sejam X e Y v.a. continuas independentes e
defina Z = X/Y.

0 Entao a densidade de Z é dada por:

8,()= [ gz wdw= [ f,(zw).f,(w).Iwldw
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Distribuicdo do Quociente de duas v.a.
independentes

0 O Jacobiano da transformacao é:

o o
J =det gz ow | det(w ZJ =w
y 0 1

2 ow

a E assim o médulo do Jacobiano é |w]|.

monica.barros@ibge.gov.br 40



1) ENCE
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 3 ] ;

Distribuicao do Quociente de duas v.a.
independentes

0 A densidade conjuntade Ze W é:
gzw)=f I = fy (X).fy (DI = fy @w).fy(w). 1wl

0 A densidade marginal de Z = X/Y é:

g,(2)= [ g(z,wdw= [ f (zw).f, (w).1 wldw
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Distribuicao do Produto de duas v.a.
independentes

0 Demonstracao
0 Faca a transformacao:

-6

a A transformacao inversa é:
x=zlw
y=w
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Distribuicao do Produto de duas v.a.
independentes

0 Teorema

0 Sejam X e Y v.a. continuas independentes e
defina Z = X.Y.

0 Entao a densidade de Z é dada por:

° ° 1
g8,(2)= jg(z,w)dw= J.fX (ij.fy(w).‘—‘.dw
b o0 \w w
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Distribuicao do Produto de duas v.a.
independentes

0 O Jacobiano da transformacao é:

ox Ox
- - _ 2

7 = det oz ow — det 1/w z/w =l
9 9y 0 1 w

dz ow

a E assim o médulo do Jacobiano é |1/w]|.
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Distribuicdo do Produto de duas v.a.
independentes

0 A densidade conjuntade Ze W é:

2
w

gzw)=f = fy ()., = fx( }fY(W)'H

0 A densidade marginal de Z = X.Y é:

g,(2)= _[g(z,w)dw= J.fx( j.fy(w).‘l‘.dw
b - w

<
w
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