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Estatisticas de Ordem

a Sejam X, X,, ..., X,, um conjunto de variaveis

iid (independentes e identicamente
distribuidas) com densidade (ou funcao de
probabilidade) f(x) e funcao de distribuicao
acumulada F(x).

0 Suponha que ordenamos X, X, ..., X,, .
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Conteudo

0 Estatisticas de Ordem

a Distribuicao do Maximo e Minimo de uma
amostra Uniforme(0,1)

Q Distribuicao do Maximo e Minimo — caso
geral

0 Distribuicao das Estatisticas de Ordem
0 Distribuicao da Amplitude
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Estatisticas de Ordem

QO Sejam:
Q Xy = min(Xy, Xy, ..., Xp),
a Xz = 20. menor dentre X,, X,, ..., X, ,
Q..
Q X, = max(Xy, Xy, ..., X,).

Q Xy X(2)s -+» X(n) S80 também variaveis aleatorias,
e estamos interessados em descobrir qual as
suas distribuicoes.
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Estatisticas de Ordem

0 Comecamos este estudo pelas
distribuicoes do minimo e do maximo.

0 A seguir fazemos uma simulacao e, em
seguida, obtemos a distribuicao tedrica
correspondente aos dados simulados.
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Exemplo 1

S2IBGE

0 Assim, a partir dos 50000 valores gerados,
podemos tentar inferir sobre a “cara” das
distribuicoes do minimo e do maximo das
amostras de 10 variaveis Unif(0,1).

0 Também, podemos calcular a Amplitude,
definida como o (maximo — minimo), e
teremos também uma aproximacao para a
distribuicao tedrica desta quantidade.
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Exemplo 1

0 Considere um conjunto de 10 variaveis iid
com a densidade Unif(0,1).

0 A seguir geramos 50000 conjuntos destas
10 variaveis.

a Isso nos permite obter 50000 valores
minimos e 50000 maximos (dentre outras
variaveis).
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Exemplo 1
Q Distribuicao simulada do minimo

a5 x 10* Histograma dos minimos

Z2IBGE

Frequéncia

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Exemplo 1
0 Distribuicao simulada do maximo
x 10 istograma dos maximos
25r

Frequéncia

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Exemplo 1

o Estatisticas Descritivas

MINIMO MAXIMO AMPLITUDE

numero de amostras simuladas 50000 50000 50000
tamanho de cada amostra 10 10 10

média amostral 0.091 0.9093 0.8183
mediana amostral 0.0668 0.9328 0.8382
desvio padrao 0.0833 0.0828 0.1114
minimo 0 0.3583 0.2254
maximo 0.7218 1 0.9993

o Dos graficos fica claro que as distribuic6es do maximo,
minimo e amplitude nao sao Unif(0,1).

o Note também que a média dos 50 mil minimos gerados é
0.091, a mediana 0.067. Veja as outras estatisticas
descritivas....
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Exemplo 1
0 Distribuicao simulada da amplitude

Histograma da amplitude
14000
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Exemplo 1

0 Podemos também obter a funcao de
distribuicao empirica dos dados
simulados.

0 A idéia por tras da construcao da funcao
de distribuicao empirica é simples.

0 Suponha que definimos uma funcao de
probabilidade que associa o valor 1/N a
cada um dos N valores observados.

monica.barros@ibge.gov.br 12
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Exemplo 1

]

Neste caso, geramos N = 50000 minimos, por exemplo. Entéo,
podemos atribuir uma probabilidade 1/50000 acada um destes
minimos observados.

A funcao de distribuicao empirica F* tem o aspecto de uma
funcao degrau, e é tal que F*(x) = numero de valores
observados menores ou iguais a x dividido por N (N = 50000
aqui).

Nos graficos a seguir, a forma de “degrau” da funcao de
distribuicdo empirica nao fica evidente, pois foram gerados
muitos valores e a funcao se aproxima de uma fun¢ao
continua.
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Exemplo 1 - distribuicao empirica do maximo

Funcao de distribuigao empirica do maximo

0.9
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0.7
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0.5

0.4
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0.3
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0.1

. I | I I
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Exemplo 1 — distribuicao empirica do minimo

Funcao de distribui¢do empirica do minimo
1.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

Frequéncia Relativa

0.3

0.2

0.1

0

I I I I I I ,
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0 011
Por exemplo, cerca de 60% dos valores minimos gerados estao
abaixo de 0.1
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Exemplo 1 - distribuicao empirica da amplitude

Funcao de distribui¢do empirica da amplitude

0.9
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Exemplo 2

0 Uma questao que deve ser investigada é:
a Como o tamanho da amostra Uniforme
influi nestes resultados?

a Parece intuitivo que, se partimos de uma
amostra “grande”, o minimo da amostra deve
estar mais proximo de zero que se usarmos
uma amostra “pequena”.

a Analogamente, para uma amostra “grande”, o
maximo deve estar mais perto de um que
numa amostra “pequena’.

monica.barros@ibge.gov.br 17
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Exemplo 2
0 Distribuicao simulada do minimo

3 X 104 Histograma dos minimos

25 Compare com o grafico do
slide 8.
2 Que diferencas vocé nota?

Frequéncia
(9]

0.5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
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Exemplo 2

0 Para verificar estas conjecturas,
repetimos o experimento do Exemplo 1,
mas agora geramos 50000 amostras de
tamnaho 50 da Uniforme(0,1), ao invés de
amostras de tamanho 10, como foi feito no
exemplo anterior.

0 Os resultados das simulacoes seguem
nos proximos slides.

monica.barros@ibge.gov.br 18

9 ENCE gt i
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas 22IBGE

Exemplo 2
0 Distribuicao simulada do maximo

x 10* Histograma dos méaximos
3r
Compare com a

figura do slide 9

25

)
T

Frequéncia
»n

0.75 - 0.85 0.9 0.95
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Exemplo 2 Exemplo 2 — distribuicdo empirica do minimo
D DistribUigéo SimU|ada da amplitude i Funcao de distribuicao empirica do minimo

Histograma da amplitude

18000, c Compare com a
mpar m . .
16000 -0 pare C(-J a figura do slide 14
figura do slide 10
14000
12000l g Por exemplo, quase 100% dos
; 3 valores minimos gerados estéo
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Exemplo 2 - distribuicao empirica do maximo Exemplo 2 — distribuicao empirica da amplitude
. Funcao de distribuicdo empirica do maximo . Funcao de distribuigio empirica da amplitude
09} Compare com a ost Compare com a
08| figura do slide 15 osf figura do slide 16
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Exemplo 2

0 Estatisticas descritivas

MINIMO MAXIMO AMPLITUDE

numero de amostras simuladas 50000 50000 50000
tamanho de cada amostra 50 50 50

média amostral 0.0195 0.9803 0.9608
mediana amostral 0.0138 0.9862 0.9666
desvio padrao 0.0189 0.0193 0.0268
minimo 0 0.7853 0.7387
maximo 0.2117 1 0.9999

a média dos 50 mil minimos gerados é 0.020, a mediana 0.014.
Compare com as estatisticas descritivas do Exemplo 1.

monica.barros@ibge.gov.br 25

(T} ENCE |
Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas I2IBGE

Exemplo 3

0 O préximo passo é derivar analiticamente
as densidades do minimo e do maximo de
uma amostra de tamanho n da
Uniforme(0,1).

0 Qual a distribuicao do minimo?
0 Seja X5y = min(X;, Xp, «.vy X,)

monica.barros@ibge.gov.br 27
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Exemplo 2

Q Em resumo....

a O efeito do tamanho da amostra (n)
Uniforme(0,1) é claro, como a comparacao das
duas simulacoes revela.

0 Quanto maior o tamanho da amostra, mais
perto de 0 esta 0 minimo da amostra, e mais
perto de 1 esta 0 maximo da amostra.

0 Que conclusoes voce tira acerca da
amplitude?
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Exemplo 3

0 Encontraremos a densidade de X,
através do método da funcao de
distribuicao.

0 Para isso, é bom recordar quem é a
funcao de distribuicao de uma variavel
Unif(0,1). Se U tem densidade Unif(0,1)

entao:
0 seu<O

Fu)=Pr(U £u)=<u se 0<u<l

1 seu>1

monica.barros@ibge.gov.br 28
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Exemplo 3

0 A funcao de distribuicao de X, é:
G,(u)=Pr(X, <u)=1-Pr(X, >u)=
=1-Pr(X,>u, X, >u,.... X, >u)

a Pela independéncia dos X;, esta ultima
probabilidade pode ser escrita como o
produto das probabilidades individuais e
entao:
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Exemplo 3

0 A densidade de X(;, € apenas a derivada
da funcao de distribuicao:

1_ 1_ ! n—1
g (u) — dGl(u) — d{ { I/l} }= —(—l)n{l—u}
du du
- A Vo I T W AR U N F(”+1) =g Y
—+n(1 u) =nu (1 u) _7F(n)l“(1)u (1 u) paraO<u<l

0 Ou seja, Xy, tem densidade Beta(1,n). Em
particular, sua média é 1/(n+1).

monica.barros@ibge.gov.br 31
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Exemplo 3

G,(u)=Pr(X, <u)=1-Pr(X, >u, X, > u,..... X, >u)=

=1-Pr(X, >u)Pr(X, >u)...Pr(X, > u)

Mas, os X;'s sdo identicamente distribuidos, e entao todos
os termos no produto acima sao iguais. Logo:

G,(u)=Pr(X,, <u)=1-Pr(X, >u)Pr(X, > u)...Pr(X, >u)=
=1-{Pr(X, >u)}'
Como os X;’s sao Unif(0,1) , segue que Pr(X, > u) = 1-u.
Logo:
G,(u)=Pr(x, <u)=1-{i—u}

monica.barros@ibge.gov.br 30
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Exemplo 3

0 Do ultimo slide, a dependéncia da
densidade do minimo da amostra no
tamanho da amostra deve ter ficado
explicita.

0 Note que, em particular, se tomarmos uma
amostra de tamanho n “grande”, a média
dos X, se aproxima de zero.
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Exemplo 3

0 Por exemplo, numa amostra de tamanho 10
(vide exemplo 1), o valor esperado de X4, &
1/11 = 0.0909

0 Numa amostra de tamanho 50 (vide exemplo

0 Compare estes valores com os encontrados
nas simulacoes dos exemplos 1 e 2.
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Exemplo 3

0 A densidade de X, é:

4G, () _dWu"} [
A e P

L(n+1)

— " (1-u)™ 0 1
F(n)F(l)u ( u) para<u<

=nu"" (1-u)" =

Ou seja, X, € Beta(n,1). Em particular, E{X,} = n/(n+1)
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Exemplo 3

0 Neste mesmo contexto (amostra de
tamanho n da Unif(0,1)) qual a densidade
do maximo?

0 A funcao de distribuicao de X, é:
G,(w)=Pr(X,,, <u)=Pr(X, <u,X, <u,...X, <u)=
=Pr(X, <u)Pr(X, <u)..Pr(X <u)=

={Pr(x, <u)f ={F@)}' =)'
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Exemplo 4

0 Os resultados encontrados para o minimo e o
maximo de uma amostra Uniforme(0,1) podem
ser facilmente generalizados para uma amostra
de uma densidade f(x) qualquer.

a Sejam X, X,, ..., X,, um conjunto de variaveis
CONTINUAS iid (independentes e identicamente
distribuidas) com densidade f(x) e funcao de
distribuicao acumulada F(x).

monica.barros@ibge.gov.br 36
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Exemplo 4

a Entao a funcao de distribuicao do minimo
é:

G,(uw)=Pr(X ,, <u)=1-Pr(X, > u)Pr(X, >u)..Pr(X, >u)=

=1-{I-Fw}

0 E a densidade do minimo é:
o= d(zll(u) _di-{rwy}_ ComF@ 4w
u du du
=+n.fw)(l-F)"”
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Exemplo 5

a Sejam X, X,, ..., X,, um conjunto de variaveis
Expo(7).

0 Encontre a densidade do minimo destas
variaveis.

0 Solucao

0 Lembre-se que a funcao de distribuicao dos X’s
é: F(x) = 1 — exp(-A.x) e entao 1 — F(x) = exp(-A.x)

monica.barros@ibge.gov.br 39
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Exemplo 4

0 Analogamente, a funcao de distribuicao
do maximo é:
G,w)=Pr(X,, <u)=Pr(X, <u,X, <ut,.... X, <u)=

=Pr(X, <u)Pr(X, <u)..Pr(X, <u)=
={pr(x, <u)f ={Fw)Y
0 E a densidade do maximo é:

_dG,w) _d{Fw)'}
B du B du

¢.(0) =ndzi”’ FaY™ =nf@{Fa}
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Exemplo 5
0 Dos resultados anteriores:

g =+n.f (- Fw) ™~ =nde ™™} =
=nle "™

0 Assim, X(1) € Exponencial com parametro
n.A

monica.barros@ibge.gov.br 40
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Distribuicao das Estatisticas de Ordem

0 Teorema

0 A densidade de X, a k-ésima estatistica
de ordem, é:

n

— : k-1 _ n—k
L= o OF (Ol = F (0}
monica.barros@ibge.gov.br 41
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Distribuicao das Estatisticas de Ordem

0 Do teorema anterior podemos descobrir
facilmente quais sao as distribuicoes de
todas as estaisticas de ordem de uma
amostra Uniforme(0,1), como indicado no
proximo teorema.
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Distribuicao das Estatisticas de Ordem

0 Demonstracao
O Seja dx um numero positivo “pequeno”.

0 Entao:
fo(x).dx=Pr{x< X, < x+dx)

0 O evento x < X = x + dx ocorre se k-1
observacoes sao menores que X, uma observacao
esta em [x, x + dx] e n — k observacoes estao acima
de x + dx.

0 A probabilidade de qualquer sequéncia deste tipo é
f(x).{F(x)}<1.{1 — F(x)}"k.dx e existem n!/{(k-1)!1!(n-
k)!} sequéncias deste tipo.
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Distribuicao Beta e relacao com a

Uniforme(0,1)

0 Teorema

o Sejam X,, X,, ... , X, variaveis aleatorias
independentes com densidade Unif(0,1).

0 Seja X a k-ésima estatistica de ordem da
amostra.

0 Entao X,, tem densidade Beta com
parametros ke n—k + 1.
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Exemplo 6

oUm computador gera 10 numeros
aleatérios uniformemente no intervalo
(0,1). Calcule a probabilidade de que o
menor destes numeros sera maior que 0.5.

0 Solucao

0 Pelo teorema anterior, a densidade do
menor dos 10 numeros € uma Beta com
parametros 1 e 10. Isto é, se Y denota este
numero temos:

monica.barros@ibge.gov.br 45
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Distribuicao Beta (para casa)

0 Considere uma amostra de tamanho n > 3
da densidade Uniforme(0,1).

Q Calcule, como funcao do tamanho da
amostra, as seguintes probabilidades:

a) De que o maior numero na amostra
exceda 0.8;

b) De que o menor numero na amostra
seja menor que 0.2.

c) Faca um grafico das probabilidades nos
itens a) e b) versus n.
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Exemplo 6

0 A densidade de Y é:

() =$1£1()1())y"1 (1-y)"" =%(1— y) =10(1-y)’ onde 0<y<l

0 A probabilidade deste numero exceder 0.5 é:
Pr(Y >0.5)= jlo(l—y)g dy

0 Faca a mudanca de variavel: t=1-y =dt = -
dyesey—> 05,t > 05 esey—>1,t > 0.
Logo:

0 0.5 05
Pr(Y >0.5)= [10¢ (=dr) =10 [ #dr =1* 0 = (0.5)° =0.0977%
0.5 0
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Distribuicao Beta (para casa)

0 Um computador gera 6 numeros aleatorios
uniformemente distribuidos no intervalo (0,1).

a Calcule a probabilidade de que o menor destes
numeros sera maior que 0.2.

0 Calcule o valor esperado do menor destes
numeros.

0 Encontre a densidade do 2o0. menor destes
numeros e calcule a sua média e variancia.

a Calcule a probabilidade de que o maior destes
numeros exceda 0.6.
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Distribuicao da Amplitude

0 Para encontrar a distribuicao da amplitude é
preciso achar a distribuicao conjunta do
minimo e do maximo.

O Suponha que n 2 2 (pois se h < 2 a amplitude é
zero).

QO Seja u <v. Entao:

monica.barros@ibge.gov.br 49
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Distribuicao da Amplitude

Fy, v, () =Pr{X, <x.X, <y)=

=pr(x,, <y)-Pr(x, >x X, <y)=

={FOY - {FO»)-FY

0 A densidade conjunta de X, e X, € dada
por:

2

Fy, x,, 65
oxdy

=+n(n—1)f(x)f OIF(y) - F(x)}'” para x<y

0
fx(,),x(n) (x,y)=

monica.barros@ibge.gov.br 51
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Distribuicao da Amplitude

a PI"(X(1) > X, X(n) < y) =
=Pr(x<X,sy,x<X,fYy, .., X< X,Sy) =
= {Pr(x < X, S y)}"={ F(y) - F(x) }"

Também: Pr(X,, <y) = { F(y)}"

Assim a funcao de distribuicao conjunta de
Xqy € X, €:
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Distribuicao da Amplitude

0 A densidade conjunta é zero se x > y.

0 A densidade da amplitude, R = X, - Xy, &
dada por uma ligeira modificacao da
densidade da soma:

0 ser<0

Fa(r)= n(n_nTf<x>f<r+x>{F<r+x>—F(x>}”’2dx se r>0
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Distribuicao da Amplitude

0 Exemplo 7

0 Podemos aplicar o resultado do slide
anterior a uma amostra de tamanho n da
densidade Unif(0,1).

0 A densidade da amplitude é:
0 ser<0

fr()= s n-2 4 n-2
n(n—l)j(l)(l){(r+x)—(x)} dx=n(n-1)r""(1-r) se O<r<l
0

I'(n+1)

S | O<r<l
F(n—l)F(Z) r ( r) se r

Fo ) =n(n=Dyr" (1) =
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Distribuicao da Amplitude

0 Exemplo 7

0 Assim, para uma amostra de tamanho 10 da
Unif(0,1), E(R) = 9/11 = 0.8182.

0 Na simulacao do Exemplo 1, a média da
distribuicao simulada foi 0.8183.

0 Para uma amostra de tamanho 50 da Unif(0,1),
E(R) = 49/51 = 0.9608, e encontramos no Exemplo
2 0 mesmo valor como média amostral da
distribuicao simulada.
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Distribuicao da Amplitude

0 Exemplo 7

0 Ou seja, a amplitude R tem densidade
Beta(n-1, 2).

0 Sua média é:
n-1 _n-1

n-1+2 n+l

o Assim, quando o tamanho da amostra
cresce, a amplitude se aproxima de 1.

E(R)=
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