Teoria da Probabilidade II — Profa. MOonica Barros — semestre 2009.01
TESTE 1 — 02 de abril de 2009
SOLUCOES

FORMULARIO E DICAS

1) Densidade EXPONENCIAL f(u)=Ae* u>0
E(U) = 1/0 VAR(U) = 1/ A?

2) Densidade GAMA(q, B) f(u)= ﬁr(”;) e waf20
E(U) = o/p VAR(U) = o/ B?
3) FUNCAO GAMA: I'(x)= Tt’“.e"dt =(x-1) se a éinteiro > 1

4) INTEGRAIS RELEVANTES

J.u.e"”du = (u —lj
a a

au

'[uz.e“”du = 23 .(a2u2 —2.cz.u+2)-a%3
'[u3.e““du = ea: .(a3u3 ~-3.a’u’ +6.au —6)+£4

a a
Considere X e Y v.a. continuas com densidade conjunta:
f(x,y)=ke™ para 0<x<y

a) Ache k (Resposta: k = 9)

O dominio da densidade conjunta é a regido mostrada a seguir:

v §\\\\
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Entao precisamos, para que f(x,y) seja uma densidade conjunta:

y

T j ke Vdxdy=1= Tky.e-“dy =1
00 0

E usando a primeira integral das “dicas”:
T k.e™ 1 Yo ke™ 1o —k 1 k

e dy = — =— +=| =—0-1=||===1=k=9
ey (y ]0 3 (y 3]0 3( @j 9

0 -3 (_3)
b) Ache a marginal de X

(o)

=-3.¢
x

9.7
-3
Ou seja, marginalmente X é Exponencial(3).

T 2043 =36 parax>0

fow)=[9.0dy =
" X

c) Ache a marginal de Y

y y
f,(y)= J'9.e_3'~"dx = 9.6’3*"J'dx =9.y.e paray>0
0 0
Ou seja, marginalmente Y é Gama(a = 2, B = 3).

d) Ache a covariancia entre X e Y
COV(X, Y) = E(XY) — E(X).E(Y)

As médias de X e Y sdo dadas, ja que vimos que as densidades marginais sao
Exponencial e Gama, respectivamente.

Assim, E(X) = 1/3 e E(Y) = 2/3

Vocé também poderia ter resolvido E(X) e E(Y) pelas definicbes, usando as integrais
dadas na “dica”, mas seria perda de tempo se vocé reconhecesse as densidades
marginais de X e Y e usasse o0s resultados sobre as médias destas densidades,
também mostrados nas “dicas”.

Falta entdo resolver E(XY), e como este € um valor esperado que envolve as duas
variaveis ao mesmo tempo (e estas variaveis obviamente ndo sdo independentes),
vocé deve usar a densidade conjunta (e uma integral dupla) para encontra-lo.

E(XY) = ;fixy.ae*ydxdy - j9yeI sy = [oye Ly = %j ey

0 0

Agora vocé tem duas opcOes (obviamente a resposta € a mesma). A primeira, € mais
trabalhosa, é usar a ultima integral das “dicas” . Tente — é boa pratica! A segunda,
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que eu mostrarei a seguir, é fazer uma pequena mudanca de variaveis e transformar
esta integral numa integral da funcdo Gama, e ai o resultado sai quase que
imediatamente, de uma maneira trivial. Para que seja possivel usar a funcao Gama, é
necessario que os limites da integral sejam zero e infinito, como aqui, e que a forma
da funcao seja basicamente a mesma da funcao Gama, é claro.

Faca a mudanca de variaveis na integral t = 3y. Ou seja, o termo que aparece como
expoente passa a ser a variavel de integracdo. Este é o “truque”fundamental.

Note que os limites da integral ndao mudam.
Também:

dt = 3 dy e assim dy = dt/3 (vocé tem que levar isso em conta na mudanca de
variaveis).

Logo:

97 5 -3 9%t 3—zdt 9 T 9 T
E(XY)=— Tdy ==|| = —=—|t dt = t dt =
(XT) 2!” Y 2{(3)6 3 2(3)‘4 ¢ 2(3)4£ ‘

9
2(3)* 2(3)*

_96) _ 6 _3_

281 29) 9 %

Logo, a covariancia entre X e Y é apenas:

COV(X,Y) = (1/3) = (1/3)(2/3) = (1/3)[ 1 - 2/3] = (1/3)(1/3) = 1/9
e) Ache o coeficiente de correlacao entre X e Y

CoV(X,Y) 1/9 1/9 1

CORR(X,Y) = = = =—
(X.7) JVARCX)JVAR(Y) ~ 1194219 2719 2

=0.7071

f) Ache a densidade condicional de X dado Y =y

Por definicao, a densidade condicional de X dado Y = y € apenas a conjunta dividida
pela marginal de Y (ja calculada). Ent3o:

3y
flxly)= 0. = -1 para 0<x<y
9.ye™ y

Ou seja, dado o valor Y=y, X é Uniforme no intervalo [0,y].
g) Ache a média condicional de Xdado Y =y

Pelas propriedades da densidade Uniforme:

E(X[Y=y) = y/2
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h) Ache a densidade condicional de Y dado X = x

Analogamente ao item f), a densidade condicional de Y dado X = x é apenas a
conjunta dividida pela marginal de X (ja calculada). Ent3o:

_3).
flylx)= 9'6_“ =370 para y=2x20
=t

Ou seja, dado X = x, a densidade de Y é uma Exponencial deslocada que, ao invés
de comegar em zero, comeca em X.

i) Ache a média condicional de Y dado X = x

A média condicional de Y dado X = x pode ser obtida pela definicao:

EYIX=x)= J. y.3.e_3(y_")dy

Faca a mudanca de variaveis: t =y —x => dt =dy =>sey = xentaot = 0 e se
y =00, t =00 também.

=

EYIX =x)= I3(t+x).e_3'dt = j3t.e_3'dt+xj3.e_3’dt =§+x(l) = x+%
0 0

0

A primeira integral acima é 1/3 pois é apenas o valor esperado de uma variavel
Exponencial com parametro 3. A segunda integral é 1 pois é a integral de uma
densidade Exponencial com parametro 3.

Ou seja, dado X = x, a média condicional de Y é 1/3 (a média de uma v.a.
Exponencial(3) nao deslocada, que comeca em zero) + X, que representa o
deslocamento, isto &, o valor a partir do qual a densidade condicional sera definida.
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