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DefinicOes basicas —
Introducao a Probabilidade
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Probabilidades — Introducao
Master

0 Probabilidade faz parte do nosso dia a dia,
por exemplo:
0 “A previsdo da meteorologia é de (grande
chance de) chuvas ao final do dia”

a “O Flamengo possui (MUITAS!!!) chances
matematicas de chegar a final”

a A probabilidade do candidato XYZ chegar ao
20. Turno das elei¢cdes presidenciais é
pequena...

a A probabilidade da taxa SELIC cair na proxima
reunido do COPOM é alta...
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Probabilidades — Introducéao

O Em resumo: estamos SEMPRE falando sobre
probabilidades no nosso dia a dia, resta saber
como quantifica-las, e quais os MODELOS mais
comuns na pratica.

o Naterminologia usual, a probabilidade reflete a
chance de um determinado evento ocorrer.

0 Quanto maior a probabilidade, maior a chance de
ocorréncia de um acontecimento.

a IMPORTANTE: probabilidade € um numero entre
0 e 1lsempre!
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Experiéncia Aleatoria
Master

QO E por que € necessario estudar probabilidades?
o Sempre que lidamos com experiéncias aleat6rias, ou
seja, toda vez em que o “mundo” nado é deterministico
(quase sempre...)

0 Experiéncia aleatdria
o Aquela cujo resultado ndo pode ser conhecido antes da
realizacdo da mesma, por exemplo:
o O resultado da jogada de um dado;

a O numero de carros que passam num posto de pedagio
num intervalo de meia hora;

Q A cotacédo do ddélar em 02/03/2005;

0 Os numeros que vao “sair” no concurso da Mega-Sena da
préxima semana;

0 A carga no Sudeste as 18 horas de amanha.
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Experiéncia Aleatoéria

0 Mas... note que, embora vocé nao saiba
exatamente qual o resultado da experiéncia
aleatéria, também néo existe ignoréancia completa
sobre o assunto!!!

0 No exemplo da jogada do dado, é claro que os
resultados possiveis sao {1, 2, 3, 4, 5, 6}, as
faces do dado;

0 No caso da Mega-Sena, o conjunto de valores
possiveis sdo 0os 6 nUmeros sorteados no
conjunto {0, ..., 50} e nos outros exemplos
podemos estabelecer um intervalo de valores
maximos e minimos!
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Espaco Amostral o

PUC

0 E o conjunto de todos os possiveis resultados de
uma experiéncia aleatéria.

0 Total de nomes da lista telefénica do Rio de Janeiro
(??7?)

a Valores entre R$ 1.50 e R$ 150 (cotacdo do ddlar em
02/03/2007)

0 Uma moeda é jogada 3 vezes, e observamos a
sequéncia de caras (H) e coroas (T). O espaco amostral
€ S ={ HHH, THH, HTH, HHT, TTH, THT, HTT, TTT}

0 Umaléampada é fabricada e testada até queimar, e
registra-se o tempo de ocorréncia deste evento. O
espaco amostraléS={x: x>0}

o O espacgo amostral sera denotado aqui por S.
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Evento Wy
PL ( Master
0 E um conjunto de possiveis resultados de
uma experiéncia, isto ¢, um subconjunto do
espaco amostral.
0 Nomes na lista telefénica que comecem com P e tenham
5 letras
0 Cotacgdo do délar entre R$ 3.50 e R$ 8.50 em 02/03/2007.
0 O evento “sair 1 cara em 3 jogadas” é dado pelo
conjunto: { HTT, THT, TTH}

0 O evento “lampada durar menos de 1000 horas” pode
ser expresso como: { x : 0 <x <1000}
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Evento

0 Da definicdo segue diretamente que
ambos @ e S sao eventos.

0 Se 0 espaco amostral é finito e possui n
elementos, entao existem 2"
subconjuntos deste espago amostral, isto
e, existem 2" eventos.

0 E claro que ndo podemos dizer quantos
eventos existem associados a um espaco
amostral infinito.
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Propriedades de Eventos

RiD

0 Se A e B sdo eventos — sua intersecao também é um
evento! Isso vale também para a intersecao entre n

eventos.
Intersecédo entre os eventos A e B
V4
Espaco Amostral
Evento A Evento B
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f oo
PLIC Master

RiB

Propriedades de Eventos

O Se A e B sdo eventos — sua unido também é um
evento! Esta propriedade € validade também para a
uniao de n eventos.

uniao entre os eventos Ae B
2

Espaco Amostral /

Evento Evento B

monica@ele.puc-rio.br 12




Propriedades de Eventos
]>ﬁ~ Master

0 Se A € um evento, o complemento de A, denotado
por ACou A, também é um evento.

Espaco Amostral
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Eventos mutuamente
exclusivos

o Eventos mutuamente exclusivos — os elementos de

A ndo pertencem a B e vice-versa, isto §, ANnB =J.

o Note que dois eventos complementares sdo mutuamente
exclusivos

Espaco Amostral
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Definicao axiomatica de
probabilidade

&1 BY

p Master

a A definicdo axiomatica de probabilidade
encara probabilidade como uma funcéo

cujo dominio é o espaco amostral.

0 Logo, probabilidade é uma funcdo que
“sal” de S e “chega” no intervalo [0,1] e
por isso precisamos saber “lidar” com
conjuntos, pois o espaco amostral nao é
necessariamente numérico, como ja
vimos.
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Definicao axiomatica de
probabilidade

e A (=)
v ¥

0 Seja A um subconjunto qualquer do espacgo
amostral S.

0 Podemos definir uma funcao P(.) tal que, se A ¢ S,
entdo P(A) é a probabilidade de que o resultado da
experiéncia aleatdria seja um elemento de A.

o Esta funcdo P(.) "pega" elementos do espaco
amostral e os leva num subconjunto dos reais, 0
intervalo [0,1].
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Definicao axiomatica de
probabilidade

< - 0
probabilidade

a No entanto, nem toda funcéao que sai de S e chega
em [0,1] pode ser chamada de probabilidade, ela tem
gue satisfazer certas condicdes.
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Definicao axiomatica de
probabilidade

Master

PUC

RO

O Seja S o espagco amostral e A um subconjunto
gualquer deste espaco. Uma funcéo de
probabilidade que atua sobre este espaco
amostral satisfaz:

i) 0<P(A)<lparatodoAcS

i) P(S)=1
i) P(A, U A, U A; u.....) = P(A) + P(A) +
P(Ay) + ...

onde os A; sdo mutuamente exclusivos.

O Esta dltima propriedade é valida, em particular,
guando existe um numero finito de termos na
uniao.
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Definicao axiomatica de Bl
probabilidade SUc Master
O A versdo mais simples da expresséao iii) serd usada
muitas vezes neste curso, e por isso a colocamos em
destaque:
P(A;UA,) =P(A;) +P(A,)) se A, e A, forem
mutuamente exclusivos.

a Estas trés propriedades definem o tipo de funcéo
gue pode ser chamada de "probabilidade”.

a A principio, existem infinitas fun¢cfes que mapeiam S
em [0,1], mas para ser chamada de “probabilidade”,
uma funcéo deve satisfazer os trés requisitos
anteriores.
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Propriedades das Nl
Probabilidades S Master

RiB

a A partir da definicdo podemos derivar diversas
propriedades importantes.

O Seja A um subconjunto qualquer de S e A¢ 0 seu
complemento.

0 Seja P(.)) uma probabilidade definidaem S. As
seguintes propriedades decorrem da definicdo de
probabilidade:

a P(@) =0

o Paratodo Ac S, P(A®) =1-P(A) onde Acé o
complemento de A

a Paratodo AcS,0<P(A)<1=P(S)

o Para quaisquer A; e A, em S tais que A; c A, entdo
P(A) <P(Ay)
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Propriedades das
Probabilidades

[;‘l‘:f(l\{; Master
a Esta ultima propriedade resulta numa certa
“ordenacdo” dentro do espaco amostral, e diz
simplesmente que, se um evento A, esta contido
noutro, a probabilidade de A, é menor ou igual
a probabilidade do evento que o contém.

a A propriedade a seguir € uma das mais
importantes na pratica, e nos permite calcular a
probabilidade da unido de eventos que ndo séo

disjuntos.
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Propriedades das @: B‘

Probabilidades o Master

O Para quaisquer A; e A,em S:
a Pr(A;UA,) =Pr(A)) + Pr(A,) - Pr(A; N A))

o Em particular, se A; e A, sdo mutuamente
exclusivos: Pr(A; U A,) = Pr(A,)) + Pr(A,)

O Esta propriedade é as vezes chamada de
“lei da adicao”.
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Particao do Espago Amostral

P1 Ji(m' 'ﬂﬂﬂer

0 E formada por eventos cuja intersec&o é nula e cuja
unido € o proprio espagco amostral.

O Por exemplo, pessoas huma pesquisa de mercado
classificadas em classes de consumo (A, B, C, D) — as
classes formam uma particdo do espaco amostral.

Espaco Amostral

23

Em resumo: casos particulares
da lei da adicéao

0o Eventos mutuamente exclusivos
aP(AuB)=P@A)+P(B), poisP(ANnB)=0

0 Eventos complementares
aPAUAY)=PA)+PA°) =1, jaque PANA°) =0

O Particdo do espaco amostral (com 3 eventos)
aP(AuUBUC)=PA)+PB)+P(C)=1
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Exemplo — propriedades das
probabilidades

0 Um banco possui 10 fundos de investimento. Desses,
6 sdo de renda fixa, 4 sdo corporativos e 2 sédo de
renda fixa e corporativos. Se escolhermos um fundo
ao acaso, qual é a probabilidade dele ser de renda
fixa ou corporativo?

0 Solucdo (evento A: renda fixa, evento B: corporativo)
Universo = 10 elementos
P(AuB)=P(A)+P(B)-PANB)

P(A) =6/10=0.6

P(B)=4/10=0.4

P(ANnB)=2/10=0.2
P(AuUB)=0.6+0.4-0.2=0.80u 80%

monica@ele.puc-rio.br 25

Probabilidade Condicional
Master

0 Como sera que a probabilidade de um evento muda
apo6s sabermos que um outro evento ocorreu? ISso
nos leva aidéia de probabilidade condicional.

0 Aidéiade probabilidade condicional € uma das mais
importantes deste curso e esta intimamente
relacionada ao fato da ocorréncia de um evento afetar
ou ndo a probabilidade de ocorréncia de outro evento.

0 Uma probabilidade condicional nada mais € do que
uma probabilidade calculada ndo mais a partir do
espaco amostral inteiro S, e sim a partir de um
subconjunto de S.
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Probabilidade Condicional

0 Motivacao

O Um grupo de pessoas inclui 40 com diploma de curso
superior, 20 microempresarios e 10 que sdo, a0 mesmo
tempo, portadores de diploma do curso superior e
microempresarios.

Q Calcule a probabilidade de alguém ser microempresario
sabendo que ele tem diploma de curso superior.

O Sejam os eventos:
A ={ pessoatem diploma de curso superior }
B = { pessoa é um microempresério }

Seleciona-se uma das 50 pessoas aleatoriamente. Entéo:
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Probabilidade Condicional

a Pr(A)=40/50,Pr(B)=20/50ePr(AnB)=10/50

o Considere o seguinte evento: a pessoa é
microempreséria e sabe-se que ela tem diploma de
curso superior.

O A probabilidade deste evento deve ser diferente da
probabilidade da pessoa ser microempresaria, por
gue agora o espaco amostral ndo consiste mais nas
50 pessoas originais, mas apenas naquelas que
possuem diploma de curso superior.

0 A probabilidade condicional de que uma pessoa seja
microempresdria sabendo-se que elatem diploma de
curso superior é dada por:
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Probabilidade Condicional

Master

Bs®
PUC

a P(A N B)/Pr(A) =10 /40 = 0.25

a Ou, em outras palavras, devemos olhar
para as 10 pessoas naintersecao dentre
as 40 pessoas com diploma de curso
superior. O nosso “mundo”, ao calcular a
probabilidade condicional, restringe-se as
40 pessoas que tém curso superior, e néo
mais as 50 pessoas do grupo original.
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Probabilidade Condicional ol
"““‘H Master

0 Exemplo

0 Em uma amostra de 100 funcionarios de
uma empresa:
0 35 sdo homens e fumantes,
0 28 sdo homens e nao fumantes,
0 17 sao mulheres fumantes
0 20 sdo mulheres e ndo fumantes.

0 Qual a probabilidade de um funcionério
escolhido ao acaso ser fumante, dado que ele
é homem?
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Probabilidade Condicional

o Master
AT
Fumantes Homens Fumantes fun:laér?tes Total
Homens 35| — 28 63
Mulheres—— 17| - 20 37
Total | 52 48 100

N&o

Mulheres fumantes
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Probabilidade Condicional

o Master
o Note que, quando definimos que o evento B
ocorreu (o funcionario € homem), restringimos o
espaco amostral a ocorréncia do evento A (o
funcionario é fumante)

0 O novo universo passa a ser o proprio evento B

Fumantes e Total
—fumantes
Homens 35 /Z&) 63
Mulheres 17 20 37
\ Total |/ 52 48| 100
N&o Novo universo
fumantes
P(AnB)
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% B

. Master

RIG

Probabilidade Condicional

a Utilizando o numero de elementos de cada
conjunto, temos:
o P(A | B) = 35/63 = 0.556

0 Ou empregando as probabilidades:
o P(B) = 63/100 = 0.63
o P(A nB) =35/100 = 0.35
o P(A N B)/P(B) = 0.35/0.63 = 0.556

monica@ele.puc-rio.br 33

% B

T Master
O Estes exemplos nos fizeram derivar naturamente
a probabilidade condicional do evento B dado o
evento A.

Probabilidade Condicional

0 Em geral, a probabilidade do evento B dado o
evento A (ou dado que o evento A ocorreu) é:

P (B |A)=PAnNB)P(A)
0 Analogamente: P (A | B) = P(A nB)/P(B)

O Estas definicdes s6 sao validas quando os
denominadores forem diferentes de zero.
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Probabilidade Condicional

0 Ao reordenarmos as expressdes anteriores
encontramos:

P(ANB)=P (B |A).P(A) = P(A | B). P(B)

a Este resultado é também conhecido como
Teorema da Multiplicacao. Este teorema nos
permite escrever uma probabilidade condicional
em termos da probabilidade condicional
“inversa”, o que é (til quando uma delas for
dificil de calcular. Em particular:

P(B|A)_P(A|L|(3A))P(B)
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Eventos Independentes

a Dois eventos A e B sdo chamados de
independentes se:

Pr(AnB)=Pr(A).Pr(B)

o Do contréario, A e B sdo eventos dependentes.

0 Independéncia é uma propriedade muito forte e
tem um impacto direto sobre as probabilidades
condicionais, como veremos a seguir.
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Eventos Independentes

0 N&o confunda eventos independentes
com eventos mutuamente exclusivos!

0 Dois eventos cujas probabilidades séo
diferentes de zero ndo podem ser, ao
mesmo tempo, mutuamente exclusivos e
independentes. Por que? Se eles sao
mutuamente exclusivos, se um ocorre, 0
outro nao pode ocorrer, e assim a
probabilidade do segundo € zero e entéo
eles sdo dependentes.

monica@ele.puc-rio.br 37

Probabilidade Condicional

O Para eventos independentes,
P(A | B) = (P(A). P(B))/P(B) = P(A)

a0 Ou seja, se A e B sdo independentes, a ocorréncia
de B néo traz qualquer informacéo adicional sobre
A.

0 Analogamente, se A e B sédo independentes: P(B | A)
=P(B)

0 Em termos bastante informais, se A e B séao
independentes, um evento ndo tem “nada a ver”
com o outro!
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Independéncia e Dependéncia

0 Exemplo

0 Tomou-se uma amostra com 1000 pessoas num
shopping-center com o objetivo de investigar a
relacéo entre renda familiar e posse de cartdes de
créedito.

a A partir dos dados da proxima tabela pergunta-se:
existe independéncia entre “renda” e “posse de
cartdes de crédito”?
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Independéncia e Dependéncia

Vet
PLIC Master
RIS
Renda Familiar — [<R$500 |R$501aR$1000 |R$ 1001 a R$ 2000 > R$ 2001
Num. Cartdes v
0 260 170 80 20 530
1 50 100 110 60 320
2 ou mais 20 25 45 60 150
330 295 235 140/ 1000

O Se existe independéncia entre as duas variaveis,
entdo Pr(A; NB)) = Pr(A)).Pr(B;) paratodos i e j, onde A,
indica o nivel de renda e B; o numero de cartdes de
crédito. Logo, basta provar que a igualdade acima
ndo é véalida para ALGUMA célula na tabela para
concluir que as duas variaveis sdo dependentes. Se
olharmos para a célula superior esquerda vemos que:
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Independéncia e Dependéncia

C

RIG

a Pr(renda abaixo de R$ 500 E nenhum cartéo) = 0.26

o Mas:
a Pr(renda abaixo de R$ 500) = 330/1000 = 0.33
a Pr( 0 cartbes de crédito) = 530/1000 = 0.53

0 E como 0.26 #(0.33)(0.53), segue que as variaveis
“renda familiar” e “namero de cartdes de crédito”
sdo dependentes.
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Exemplo L

PUC

RO

0 Uma caixa contém R bolas vermelhas e B bolas
azuis. Vamos tirar 2 bolas da caixa sem rep0-las.
Qual a probabilidade p da primeira bola ser
vermelha e da segunda ser azul?

o Solucéo

Sejam A e B 0s seguintes eventos:
A ={la. bola é vermelha}
B ={2a. bola é azul}

0 Se o evento A ocorreu, uma bola vermelha foi
tirada da caixa. Como nao hareposicéo, a
probabilidade de obter uma bola azul na 2a.
retirada é:
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Exemplo

Pr(B|A)=L
R+B-1
o Oevento (ANnB)éoevento {l1a. bola é vermelha e
a 2a. bola é azul}, e sua probabilidade é:

R B

P(AnB)=p=P(A)P(B|A)= B RIB I
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Probabilidade Condicional
o1 ¢ Master

0 Como sera que a probabilidade de um evento muda
apo6s sabermos que um outro evento ocorreu? ISso
nos leva aidéia de probabilidade condicional.

0 Uma probabilidade condicional nada mais é do que
uma probabilidade calculada ndo mais a partir do
espaco amostral inteiro S, e sim a partir de um
subconjunto de S.

0 Javimos que a definicdo de prob. condicional é:

P (B |A)=PA NnB)/P(A) e, analogamente,
P (A|B)=P(AnB)/P(B)
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Probabilidade Condicional ;
. Master

PUC

RIG

a Estas duas ultimas express@es em conjunto nos
levam ao resultado conhecido como Teorema da
Multiplicagao:

P(ANB)=P (B |A).P(A)=P(A|B). P(B)
a A partir desta ultima expressao:

P(B|A)= P(AL?/ET(B)
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Exemplo &

0 Numa certa cidade 40% das pessoas sao
homens e 60% mulheres. Também, 50% dos
homens e 30% das mulheres fumam. Ache a
probabilidade de que uma pessoa seja homem,
dado que esta pessoa é fumante.

O Solucéao

Pr (H)=0.4 = probabilidade de selecionar um homem
Pr (M) =0.6 = probabilidade de selecionar uma mulher
Seja S 0 evento: "uma pessoa é fumante". Entéo:
Pr(S|H)=05ePr(S|M)=0.3.

Desejamos encontrar Pr (H|S).
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Exemplo ol
'i' Master

Pela definicdo de probabilidade condicional**
_Pr(HNS)_Pr(S|H)Pr(H)

Pr(S) Pr(s)
a Mas Pr (H) e Pr (S | H) sdo conhecidas, e entdo s6

€ preciso calcular Pr (S) (a probabilidade de um
fumante na populag¢do). Mas, note que:

Pr(H|S)

O S=(SNnM)u(SnH)eosconjuntos (SN M)e (SnH)sao
disjuntos
Pr(S)=Pr(SNnM)+Pr(SnH)=
=Pr(S|H).Pr(H)+Pr(S|M)Pr(M)=
=(05)(04)+(0.3)(0.6) = 0.38
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Exemplo
Finalmente:
Pr(H |5)= Pr(HS) _Pr(S|H)Pr(H) _(0.5)(04) _20 10 _ [ pops
Pr(s) Pr(s) (0.38) 38 19
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Independéncia

0 Dois eventos A e B sdo independentes se:
Pr(AnB)=Pr(A).Pr(B)

0 Se A e B sédo independentes, entédo as
probabilidades condicionais sado iguais as
incondicionais, isto é:

P(A | B) = (P(A). P(B))/P(B) = P(A)
P(B [A)=P(B)

0 Em outras palavras, se A e B sdo independentes, A “néo
traz qualquer informacé&o sobre B” (e vice-versa).
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Independéncia para mais de ﬁ: B‘
dois eventos o Master

RO

0O Considere uma colecao de n eventos A,
A,, ..., A,. Estes eventos séo
independentes se, e somente se:

) Pr(AinA,Nn...NA,)=
=Pr(A,) . Pr(A,) ... Pr(A,) e,

Il) Toda sub-colecédo de eventos contendo
mais de dois e menos de n eventos é
independente.
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Independéncia para mais de |
dois eventos ol Master

RiB

0 No caso de 3eventos A,BeC, a
independéncia ocorre se TODAS as
condicOes abaixo séo satisfeitas:

1) Pr(A n B) = Pr(A).Pr(B)
2) Pr(AnC)=Pr(A).Pr(C)
3) Pr(B n C) = Pr(B).Pr(C)
) Pr(AnBNC)=Pr(A).Pr(B).Pr(C)
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Particdo do Espaco Amostral
PLIC Master
0 Uma particdo do espago amostral € uma colecéo
de eventos mutuamente exclusivos cuja unido € o
préprio S (espago amostral), como nas figuras a

seguir.
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Particdo do Espagco Amostral

o Em termos formais, os eventos B,, B, , ...., By
formam uma particdo do espago amostral S se:

1)BinB; = paratodoi=#]j
2)UB;=S
3)Pr(B;)>0paratodoi

0 Para que serve uma particao?

0 Podemos escrever qualquer evento no espaco
amostral em termos das suas intersegdes com 0s
conjuntos que formam uma particdo do espago
amostral.
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Particdo do Espaco Amostral

PUC

RO

“=" Master

O Suponhaque A éum evento qualquer em S e B,

B,, ...., Bg formam uma particdo de S, como na
figura a seguir.
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Particao do Espago Amostral
. Master

0 Entdo podemos escrever o evento A em termos das suas
intersecdes com cada elemento da particdo (neste
exemplo, B; a By).

OA=ANB)UANB,)UANByU..... (ANBy)

o Mas, os (A n B, sdo mutuamente exclusivos, e assim é
muito facil calcular a probabilidade da sua unido (basta
somar as probabilidades). Logo:

alPr(A)=Pr(AnB)+Pr(AnB, +Pr(AnB,;+

..... +Pr(AnB,)

o Mas, cada uma destas probabilidades pode ser escrita em
termos de probabilidades condicionais.
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Teorema da Probabilidade
Total

0 E um resultado que decorre diretamente
das propriedades de uma particdo, como
mostrado nas transparéncias anteriores.

o Note que:

a Pr(A)=Pr(AnB)+Pr(AnB,) +Pr(AnBy+
..... +Pr(ANB,)

o Mas:

- Master

ol Pr (A B, ) =Pr(B,). Pr(A|B) parai=1,2, ..., k.

o Combinando estes dois resultados fornece o
teorema da probabilidade total.
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Teorema da Probabilidade
Total

Bl

Master

k dnc
o
IC

!
RIG

a Sejam B,, B, , ...., B, uma particdo de S e A um
evento qualquer em S. Entéo:

a Pr(A) = Pr(B,).Pr(A|B,) + Pr(B,).Pr(A|B,) + ... +
Pr(B,).Pr(A|B,)

a O caso mais simples ocorre quando a particéo é

composta por apenas 2 eventos, B e seu
complemento, B¢. Neste caso:

a Pr(A) = Pr(B).Pr(A|B) + Pr(Bc).Pr(A|Bec)
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Teorema de Bayes
Master

koo ant
P
IC

L
RIO

0 E um resultado muito Gtil em Probabilidade, que
“mistura” os teoremas da multiplicagédo e da
probabilidade total.

o Sejam By, B, , ...., B, uma particdo de S e A um
evento qualquer em S. Entéo:

Pr(B, | A)= Pr(B,nA)_ Pr(B.nA) _ Pr(A|B,)Pr(B)

Pr(A) Zk: Pr(A|B, )Pr(B,) Zk]Pr(AI B, )Pr(,)

j=t =t

o Para qualquer evento B; na particdo e qualquer A.
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Teorema de Bayes L g
‘““;. Master

a Para que serve?

0 Muitas vezes conseguimos encontrar
particdes de S que séo “Obvias” ou
“naturais”;

0O teorema de Bayes nos permite
“Iinverter” probabilidades condicionais,
escrevendo uma probabilidade
condicional que (esperamos!) é dificil de
calcular diretamente em termos de
probabilidades “faceis” de calcular.
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Teorema de Bayes

0 Cuidados ao usar o Teorema de Bayes
0 ESCREVA OS EVENTOS DE INTERESSE.

o NAO TENTE RESOLVER OS PROBLEMAS “DE
CABECA"™ PARA MINIMIZAR SUAS CHANCES DE
ERRO!

monica@ele.puc-rio.br 60




Exemplo - Bayes

S -
~ 58 .
- A

a Os funcionarios de uma empresa se dividem em
3 grupos: economistas, engenheiros e analistas
de sistemas. Estes funcionarios podem ocupar
cargos técnicos ou gerenciais. Sabemos que:

40% dos funcionérios sdo economistas,
30% dos funcionérios sdo engenheiros e
30% dos funcionérios séo analistas de sistemas.
a O percentual de cada grupo ocupando cargos
gerenciais é:
30% dos economistas,
40% dos engenheiros,
10% dos analistas de sistemas.
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Exemplo - Bayes

O a) Seleciona-se um funcionario aleatoriamente.
Qual a probabilidade dele ocupar um cargo
gerencial?

O b) Seleciona-se uma pessoa ao acaso na
empresa e sabe-se que ela ocupa um cargo de
geréncia. Qual a probabilidade dela ter vindo de
cada um dos trés grupos, ou seja, dado que a
pessoa é um gerente, qual a probabilidade dela
ser economista, engenheiro ou analista de
sistemas?
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Exemplo - Bayes

0 Solucéo
a) Considere os eventos:

A, = {economistas}, A, = {engenheiros}, A,
={analistas de sistemas}, G ={cargo de
geréncia}

Sabemos que: Pr(A;) = 0.40, Pr(A,) = 0.30,
Pr (A,) = 0.30. Também: Pr(G|A,) = 0.30,
Pr(G fAz) = 0.40 e Pr(G|A,) = 0.10.
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Exemplo - Bayes

0 Queremos encontrar Pr(G). Mas:
Pr(G)=Pr(GnA,)) +Pr(GnA,) +Pr(Gn
Aj) =

= Pr(A,). Pr(G|A)) + Pr(A,). Pr(G|A,) +
Pr(A,). Pr(G|A,)

0 A substituicdo dos valores resulta em:
Pr(G) = (0.40)(0.30) + (0.30)(0.40) +
(0.30)(0.10) = (0.30)(0.90) = 27 %
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Exemplo - Bayes

0 Queremos descobrir Pr(Ai|G) parai =1, 2, 3. Isto
€ uma aplicacdo direta do teorema de Bayes, ja
facilitada por que conhecemos o denominador
(Pr(G)).

a Pr(G) =0.27 (ja calculado)

o Pr(A,|G) = Pr(G|A,). Pr(A,)/0.27 = (0.30)(0.40)/0.27
=44.4%

o Pr(A,|G) = Pr(G|A,). Pr(A,)/0.27 = (0.40)(0.30)/0.27
=44.4%

o Pr(A;|G) = Pr(G|A,). Pr(A,)/0.27 = (0.30)(0.10)/0.27
=11.2%
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Exemplo - Bayes B‘

Master
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0 Uma empresa de telefonia celular quer saber como
funciona arelacéo entre o uso do telefone e a
renda de seus clientes. Uma pesquisa anterior
revelou que:

10% dos clientes pertencem a classe A.
21% dos clientes pertencem a classe B.
35% dos clientes pertencem a classe C.
34% dos clientes pertencem a classe D.

0 Dentre os clientes da classe A, 20% usam telefone
pré-pago.

0 Dentre os clientes da classe B, 40% usam telefone
pré-pago.
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Exemplo - Bayes

0 Dentre os clientes da classe C, 90% usam telefone
pré-pago.

0 Dentre os clientes da classe D, 98% usam telefone
pré-pago.

0 Um cliente é escolhido aleatoriamente e tem o

servigo pré-pago. Qual a probabilidade dele
pertencer a cada uma das classes?

o Solugao

Aqui a particdo “natural” da populacédo j& existe - os clientes
estdo divididos em classes de consumo. Se soubermos que
alguém usa um telefone pré-pago, como isso afeta a
probabilidade da pessoa estar em cada uma das classes de

consumo?
monica@ele.puc-rio.br 67

Exemplo - Bayes

0 Suponhaque A, B, C, D indicam,
respectivamente, 0s eventos “pertencer a classe
A", “pertencer a classe B”, etc...

O Seja G o evento “usar celular pré-pago”. Entao,
do enunciado do problema:

a P(A) = 0.10, P(B) =0.21, P(C) = 0.35, P(D) = 0.34.
a P(G|A) = 0.20, P(G|B) =0.40, P(G|C) =0.90, P(G|D) =

0.98.
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Exemplo - Bayes

QO A probabilidade de um cliente escolhido
ao acaso usar celular pré-pago € (pelo
Teorema da Probabilidade Total):

P(G)=P(G| A)P(A)+P(G|B)P(B)+P(G|C)P(C)+P(G|D)P(D)=

=(0.20)0.10)+(0.40)(0.21)+(0.90)(0.35)+(0.98)(0.34) = 0.7522

0 Escolhe-se um cliente ao acaso, e
observa-se que ele usa celular pré-pago.

Qual a probabilidade dele pertencer a
cada uma das classes de consumo?
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Exemplo - Bayes

0 Agora o Teorema de Bayes entra em acao,
mas, como ja calculamos o denominador
(a probabilidade de alguém ser cliente pré-
pago), o calculo se resume ao Teorema da
Multiplicacao.

P(A|G)= P(G|A)P(A) _ (0.10)0.20) _, cror
P(G) 0.7522 '
P(B|G)= P(G[B)P(B) _ (0.21)0.40) _ 1, 170,
P(G) 0.7522 '
P(C|G)= P(GIC)P(C) _ (035)0.90) _ 1 aoop
P(G) 0.7522 '
P(D|G)- P(G|D)P(D) _ (0.34)0.98) _ 44.90%

P(G) 0.7522
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Exemplo - Bayes

0 Note que as probabilidades condicionais
(dado que o cliente é pré-pago) séo
diferentes das incondicionais, e entao
existe DEPENDENCIA entre o uso do
celular pré-pago e a classe de consumo!

a Por exemplo, a probabilidade de um cliente
qualquer ser da classe A € 10%, mas se
soubermos que o cliente € um usuario de
pré-pago, a probabilidade dele ser de
classe A cai para 2.66%.
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Exemplo - Bayes

0 No outro extremo, a probabilidade de um
cliente qualquer ser da classe D € 34%.
Dada a informacé&o de que o cliente é “preé-
pago”, a probabilidade dele ser “classe D”
sobe para 44.3%.
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Teorema de Bayes — para casa

,l.;

0 Uma revenda de carros usados oferece garantia
total por 4 meses paratodos os carros que
vende, e este é 0 seu grande diferencial de
marketing. Uma pesquisa anterior revelou que:

12% dos carros vendidos sdo Peugeot.
13% dos carros vendidos séo Ford.

18% dos carros vendidos séo Fiat.

16% dos carros vendidos sdo GM.

20% dos carros vendidos sao Volkswagen.
21% dos carros vendidos sao de outros
fabricantes.

monica@ele.puc-rio.br 73

Teorema de Bayes — para casa

PLC

a Dentre os compradores de Peugeot, 7% retornam
aloja com alguma reclamacéo sobre o carro
adquirido.

0 Dentre os compradores de Ford, 8% retornam a
loja com alguma reclamacgéo sobre o carro
adquirido.

0 Dentre os compradores de Fiat, 15% retornam a
loja com alguma reclamacgéo sobre o carro
adquirido.

0 Dentre os compradores de GM, 10% retornam a
loja com alguma reclamacao sobre o carro
adquirido.
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Teorema de Bayes — para casa

o Dentre os compradores de Volkswagen, 16%
retornam a loja com alguma reclamacéao sobre o
carro adquirido.

o Dentre os compradores de outras marcas, 18%
retornam a loja com alguma reclamacéao sobre o
carro adquirido.

o Um comprador entra naloja com uma reclamacéao
durante o periodo de vigéncia da garantia.

0 Qual a probabilidade dele ter comprado um carro
de cada uma das marcas (incluindo “outras”)?
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Teorema de Bayes — para casa

0 Uma empresa de telefonia quer saber se
vale a pena disponibilizar internet de banda
larga para seus clientes, e encomendou
uma pesquisa de mercado, cujos
resultados estao a sequir:

15% dos clientes usam a internet mais de 30 horas por
semana.

23% dos clientes usam a internet entre 20 e 30 horas por
semana.

28% dos clientes usam a internet entre 10 e 20 horas por
semana.

34% dos clientes usam a internet menos de 10 horas por
semana.
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Teorema de Bayes — para casa L
aster

RIG

0 Dentre os clientes que usam internet mais de 30
horas por semana, 90% estéo interessados no
acesso rapido (banda larga).

a Dentre os clientes que usam internet entre 20 e 30
horas por semana, 70% estdo interessados no
acesso rapido (banda larga).

a Dentre os clientes que usam internet entre 10 e 20
horas por semana, 45% estéo interessados no
acesso rapido (banda larga).
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Teorema de Bayes — para casa

0 Dentre os clientes que usam internet
menos de 10 horas por semana, 25%
estdo interessados no acesso rapido
(banda larga).

0 Um cliente é escolhido aleatoriamente e
esta interessado nainternet de banda
larga. Qual a probabilidade dele pertencer
a cada uma das classes de usuéario (mais
de 30 horas, 20 a 30 horas, etc ...)?
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Teorema de Bayes — para casa

0 Uma certa forma de cancer ocorre arazéo de 3
em 1000 pessoas. Desenvolveu-se um teste para
detectar a doenca.

O Se um paciente é sadio, existe 5% de chance de
um alarme falso.

O Se um paciente tem a doenca, existe 2% de
chance de que o teste ndo consiga detecta-la.

0 Qual a probabilidade da pessoa ter a doencga
sabendo que o resultado do teste foi positivo
(acusou a existéncia da doencga)?
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Teorema de Bayes — para casa

0 Uma empresa de telefonia celular quer saber
como funciona a relagcédo entre o uso do telefone
e arenda de seus clientes. Uma pesquisa anterior
revelou que:

] 10% dos clientes pertencem a classe A.
a 25% dos clientes pertencem a classe B.
a 35% dos clientes pertencem a classe C.
] 30% dos clientes pertencem a classe D.
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Teorema de Bayes — para casa

a Dentre os clientes da classe A, 25% usam
telefone pré-pago.

a Dentre os clientes da classe B, 45% usam
telefone pré-pago.

a Dentre os clientes da classe C, 90% usam
telefone pré-pago.

a Dentre os clientes da classe D, 95% usam
telefone pré-pago.

a Um cliente é escolhido aleatoriamente e tem o
servigco pré-pago. Qual a probabilidade dele
pertencer a cada uma das classes?
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Estudo de Caso

0 Os dados foram obtidos do 2008
Statistical Abstract of the United States e
se referem a ndo cobertura por seguro
saude, idade e raca/grupo étnico.

0 Os dados estédo na planilha 08s0148.xls.

0 Empregando os dados de 2005 (os mais
recentes disponiveis):
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Estudo de Caso
Master

RiD

0 Note que em 2005, o total da populacgéo é
293834 (em milhares de pessoas, como 0sS
outros valores da tabela).

0 Calcule a probabilidade de alguém néo ter
seguro.

Q Calcule a probabilidade de alguém né&o ter
seguro em cada uma das faixa etarias.

0 Sabendo que a pessoa esta na faixa
abaixo de 18 anos, qual a probabilidade
dela n&o ter seguro?
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Estudo de Caso

RiB

0 Sabendo agora que a pessoa tem entre 35 e 44
anos, qual a probabilidade dela ndo ter seguro?

0 E se soubermos que o individuo esta na faixa
acima de 65 anos? Qual a probabilidade dele néo
ter seguro?

0 Como é a distribuicdo de segurados e nao
segurados entre homens e mulheres? Sabendo
qgue o individuo n&o é segurado, qual a
probabilidade de ser homem? Sabendo que é
homem, qual a probabilidade de n&o ser
segurado?
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