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Aula 3

Master

0 Variaveis Aleatdrias Continuas e Discretas

O Funcao de Probabilidade

a Funcao Densidade

0 Funcgéo de Distribuicdo

0 Momentos de uma variavel aleatéria
Média, Variancia e Desvio Padréao
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Variaveis Aleatorias
Master

RIO

O Muitas vezes o espago amostral ndo é um conjunto de
valores numéricos. Por exemplo, se jogamos uma
moeda 3 vezes, o espaco amostral € S = { HHH, HHT,
HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT } , onde cada resultado
tem a mesma probabilidade, e T indica “coroa”, H
indica “cara”.

0 Seja S o espaco amostral e X uma fungédo que "pega"
elementos deste espaco (resultados da experiéncia) e
os leva num subconjunto dos nameros reais. Esta
funcao X é chamada de variavel aleatéria.

O Atencao: usaremos aqui X (maiuscula) para denotar a
variavel aleatéria e x (minuscula) para indicar um
valor especifico da variavel, isto €, um namero.
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Variaveis Aleatorias

espaco amostral

espaco da variavel aleatéria

Seja X uma variavel aleatéria definida num espago
amostral S e seja ¥ o0 espago de X. Seja A um
subconjunto de ¥ e S um subconjunto de S (espago
amostral).
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Master

Variaveis Aleatorias

RID

0 J& definimos a probabilidade de um evento S ¢ S (espago
amostral), e agora gostariamos de estender esta definicdo e
falar da probabilidade de um evento A c ¥.

o O nosso objetivo agora é definir probabilidades a partir
de valores possiveis da variavel aleatéria, sem referéncia
explicita aos pontos do espaco amostral que deram origem
aqueles valores da variavel aleatéria.

a Como definir Pr (X € A)?

o A maneira mais natural de fazer isso é associar a
probabilidade do evento X e€ A a probabilidade do evento S
no espago amostral S.
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Variavel Aleatdria Discreta
Master

a Nota: freqliientemente iremos abreviar “variavel
aleatéria” por v.a.

Q Variavel aleatdria discreta — pode assumir
apenas valores num conjunto finito ou
contavel, por exemplo, niamero inteiros ou
Inteiros positivos.
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Variavel Aleatdria Discreta

0 Exemplos

a Numero de expectadores em uma sesséo de
cinema,

0 Resultado do langamento de um dado,

a Numero de ligagbes recebidas por uma central
de telemarketing num intervalo de tempo
especificado,

a Numero de assaltos numa esquina,

a Nimero de inscritos no vestibular de
engenharia da PUC no proximo ano.
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Funcao de Probabilidade

Master

RID

0 E uma funcéo que associa a cada possivel
valor de uma variavel aleatéria discreta a
sua probabilidade de ocorréncia.

a A funcao de probabilidade deve satisfazer:
Pr(X =x)= f(x)>0 paratodo x

D Pr(X =x)=> f(x)=

todo x todo x
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Funcgéo de Probabilidade
"~ Master

RID

a No “slide” anterior quando escrevemos f(x) = Pr(X =x),

0 que queremos dizer € que a probabilidade da
variavel aleatoria X (maiuscula) ter o valor X
(mindscula) é dada pela funcao f em x.

A formula da funcado de probabilidade € geral, vale
paratodos os valores x possiveis da variavel X. Para
um valor particular, por exemplo, 2, é s6 substituir a
formula com x = 2.

Também, a probabilidade de qualquer subconjunto A
de valores dav.a. é apenas o0 somatorio de f(x) para
os valores da v.a. contidos em A.
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Variavel Aleatéria Discreta -
Exemplo . Master

RIS

O Seja X uma variavel aleatoria discreta com espacgo
={X:x=0,1,2,3,4}.

a Seja Ay a4 (1
() = Pr(X :X):(x}@ il x-or2as

a Note que f(x) € uma funcdo de probabilidade,
pois:

i)f(x)20 paratodox € K,istoé,x=0,1,2,3,4

Também:

i) 2= ixu(4 )(1)4=:Z(,§x!(4—x)! “2la’a”

SEERRHE
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Seja A ={0,1}. Entao:
Q Pr(XeA) = f(0)+f (1) = Pr(X=0) + Pr(X=1)=

_i(£j4+£(1)4_£
41\ 2 (LS AN 16
0 Veremos depois que este € um caso

particular da funcdo de probabilidade
Binomial, com parametrosn =4 e p = 1/2.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

Master

0 Uma fabrica produz fusiveis. A probabilidade de
um fusivel produzido ser defeituoso é 10%. Testa-
se fusiveis encerrando o teste assim que o
primeiro fusivel defeituoso é encontrado.

O Seja X 0 numero de testes realizados até
encontrar o primeiro fusivel defeituoso.

a Ache afuncéo de probabilidade de X.
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Variavel Aleatdria Discreta -
Exemplo

a Solugéao

O espaco amostral é constituido por seqiiéncias
como:

0 Onde B indica que o fusivel esta perfeito, e D
indica que o fusivel tem defeito.
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Variavel Aleatdria Discreta -
Exemplo

a Logo, os valores possiveis de X sédo: 1, 2, ..., n,
..... (ndo h&d um valor maximo).

a Mas, X = n se, e somente se, 0s (n-1) primeiros
fusiveis testados estdo OK e 0 n-ésimo tem
defeito. Isto é, X = n corresponde a sequéncia:
BBBBB......... BD, que tem n-1 fusiveis OK e 1 com
defeito.

O Se o estado de um fusivel ndo afetar a condicao
do préximo podemos supor que:

f(n) =Pr(X=n)=(0.9)"1.(0.1) paran=1,2, .....
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

0 Note que f(n) > 0 paratodo n e também:

< _ < n-1 _ - n-1_ 2 _ 1 _
; f(n) _nz:;(o.g) .(01) = o.1n§(o.9) = 01{1+0.9+(0.9) +...} = 0.1{71_ 0.9} =1

o Logo, f(n) = Pr(X = n) assim definida é uma
funcao de probabilidade valida.

0 Veremos mais tarde que a variavel X que surge
neste exemplo é chamada de v.a. Geométrica.
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Variavel Aleatoria Discreta -
Exemplo

a Nota:

0 Neste exemplo empregamos a série geométrica
para demonstrar que o somatoério das
probabilidades para todos os valores de X era um.

Q A série geométrica é:
Lk . 2 3 _ 1
da‘=1l+a+a’+a’+.. =1 desde que [a| <1
- -a
k=0

0 Alternativamente, se comegarmos a série em k=1:
da=a+a’+al+...=) a‘ 1=
k=1 k=0
1

- 1= desde que laj<1
l1-a 1-a
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Variavel Aleatdoria Continua

O Se uma variavel puder assumir qualquer valor
num intervalo real, € uma variavel aleatoria
continua.

a Exemplos

Tempo de atendimento em um caixa de banco,

Peso real de um pacote de 1 Kg de agucar,

Custo de construcdo de uma fabrica,

Custo de langcamento de uma campanha publicitaria,

Altura dos homens brasileiros com idades entre 18 e 30
anos,

Retorno diario de uma acéo,
Proporgao de eleitores a favor da reelei¢do do prefeito.

000 O0OOd

0O
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Variavel Aleatoria Continua
Master

RIS

a Como jafoi dito, variaveis aleatorias continuas
sdo agquelas que podem assumir quaisquer
valores dentro de um intervalo.

Q Paravariaveis aleatérias discretas, nés podiamos
atribuir uma probabilidade a um determinado
valor da variavel.

Q Para variaveis aleatérias continuas a situacéao é
bem diferente. Como uma variavel continua pode
assumir qualquer valor em um intervalo, na
realidade ela pode assumir infinitos valores.
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Master

Variavel Aleatdoria Continua

RIO

o Portanto, ndo podemos falar da probabilidade de
ocorréncia de um valor em particular. Ao inves
disso, devemos pensar na probabilidade de
ocorréncia associada a um intervalo.

0 Nadiscussédo anterior sobre variaveis discretas
introduzimos o conceito de funcéo de probabilidade

(f(x))-

a No caso continuo, utilizaremos a funcao densidade
de probabilidade, também representada por f(x).
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Variavel Aleatoria Continua
Master

RID

0 Nesse caso, a funcéo densidade de probabilidade
fornece um valor para cada possivel valor (infinitos)
da variavel X.

a No entanto, os valores de f(x) ndo representam as
probabilidades associadas a x.

O Ao invés disso, a area (isto é, a integral!) sob a
funcédo de densidade de probabilidade em um
determinado intervalo fornece a probabilidade de
ocorréncia de um valor dentro desse intervalo.
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Funcao Densidade de
Probabilidade

0 E umafuncéo que satisfaz:
f(x)>0 paratodo x
[ foodx=1

—00

Pla< X <b)=P(a< X sb):jlf(x)dx

0 Da definicdo de densidade, segue que, para uma
v.a. continua, a probabilidade de um unico ponto é
zero, isto é: P(X =a) = 0 para qualquer numero a.
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Distribuigbes continuas de
probabilidade - exemplo

Master

RIS

0 Considere a seguinte funcédo de densidade de
probabilidade: f(x) = (x + 1)/4 para0<x < 2.

o Verifique se esta é uma func¢éo de densidade de
probabilidade valida para o intervalo considerado.

a Calcule aprobabilidade de X>1

)

3/4 x+1)/4

1/4

6] 2 X
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Distribui¢cdes continuas de
probabilidade - exemplo

0 Solucéo

a) Para que f(x) seja uma funcado de densidade de
probabilidade valida, devemos ter a sua area =1 no
dominio da funcéo.

o Neste caso, devemos calcular a area sob a func¢éo no
intervalo de O a 2.

O A areadessaregido é dada por:

1

Area :f(z)-;f(o)(z_o):3/4+1/42:

2

0 Logo, f(x) € uma funcado de densidade de probabilidade
valida, pois sua integral € 1 no seu dominio de
definicdo e f(x) € sempre maior ou igual a zero.

monica@ele.puc-rio.br 24




Distribuigbes continuas de
probabilidade - exemplo

a Solucéo

(b) A probabilidade para um determinado
intervalo de x é dada pela area sob a funcéo de
densidade de probabilidade nesse intervalo.

P(X>1) corresponde a area sob a funcéo para
1<x<g?2

Area = w(z 1= (3/4;2/4](1) —0.625
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Distribui¢cdes continuas de
probabilidade - exemplo

0 Exemplo

O Seja X uma variavel aleatéria continua com
espaco N ={x: 0 <x < 1}. Seja f(x) =cx? para
todo x € ¥, onde ¢ € uma constante a
determinar. Qual o valor de c?

0 Solucéo

1 31
chzdx:ﬁ S 1oc=3
J 303

Logo c = 3 é aconstante necesséria para fazer de
f(x) uma densidade em ¥, isto é, para fazer com que a
densidade integre a um no intervalo (0,1).
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Funcéao de Distribuicéo
Master

O Para cada valor x, da variavel aleatoria, a Fungéo de
Distribuicdo (ou Funcgéo de Distribuicdo Acumulada, ou
Funcao de Distribuicdo Cumulativa) é a probabilidade
de estar naquele valor, ou abaixo dele, isto é:

O F(xy) = Pr(X<x,) paratodo X,

Note que, como F(x,) € uma probabilidade
ela esté limitada ao intervalo (0,1).

0 Um ponto importante aqui é: a definicdo de Funcao de
Distribuicdo € a mesma para variaveis continuas ou
discretas.
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Funcéo de Distribuicéo

O Algumas funcdes de distribuicdo sao
tabeladas, por exemplo, a da distribuicao
Normal (0,1).

0 O Excel normalmente fornece a opcao de
calcular a funcédo de probabilidade (ou a
densidade) ou a funcéo de distribuicao
acumulada, através de um argumento légico
nas suas diversas funcdes estatisticas — por
exemplo, vide o “help” da funcéo dist.binom.
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Funcgé&o de Distribuic¢ao
1~ Master

RID

0 Propriedades da Funcao de Distribuicao
1) 0L F(X)£1poisOLPr(X<x)<1
i) F(x) € uma funcdo ndo decrescente

lim F(x)_1
X —> 40

i)

. limF(x)
v =0
X —> —0
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Funcéo de Distribuicao

RID

0 Propriedades da Funcao de Distribuicao

v) Se X é uma variavel aleatéria continua,
sua funcdo de distribuicdo € continua.

Se X é discreta, F(x) € uma funcao continua a
direita, isto €,a funcao de distribuicéo
apresenta "pulos" (descontinuidades) que so
sdo "sentidos" quando nos aproximamos do
ponto onde existe o "pulo” pela esquerda.
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Funcéo de Distribuicao -
Exemplo oo Master

RIS

0O Seja X uma variavel aleatéria com funcao
de distribuicao definida por:

0 sex<0
F(x) =
1-e*sex>0

O O grafico desta funcdo de distribuicdo é mostrado a

seqguir.
F(xr/ 1
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Funcao de Distribuicdo —
Exemplo 2

O Considere uma variavel discreta com a
seguinte funcéo de probabilidade:

f(x)=Pr(X =x)= xl(fl—x)'(;) para x =01,2,3,4

a A funcao de distribuicéao é:

F(x)=Pr(X <x)= kzx(;)d(fl_x).(;j‘l - g@ x!(41— X)

3\ 1
2z aE-xy —01234
(2]; x!(4—x)) para X
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Funcao de Distribuicao —
Exemplo 2

a Assim:
0 F(0) = 1/16 = 0.0625 = Pr (X < 0) = Pr (X = 0)

QO F(1)=5/16=0.3125=Pr (X< 1)=Pr (X=0) + Pr (X = 1)

0 F(2) = 11/16 = 0.6875 = Pr (X < 2) = Pr (X=0) + Pr(X=1) +
Pr((>2:2) (X<2) (X=0) + Pr(X=1)

Q F(3) = 15/16 = 0.9375
O F@=1

O Também F(x)=0sex<0eF(x)=1sex>4

monica@ele.puc-rio.br 33

Relacao entre a densidade e a

funcao de distribuicao =" Master
0 Seja X uma v.a. continua com densidade
f(x) e funcéo de distribuicdo acumulada
F(x). Entao:
b
Pr(a < X <b):jf(x)dx
a Mas:
F(a)=Pr(X <a)= jf(x)dx e
b
F(b) = Pr(X <b)= [ f (x)dx
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Relacao entre a densidade e a
funcédo de distribuicao

0 Entao:

Pr(a < X sb):j' f(x)dx = F (b) - F(a)

a

O Pelo teorema fundamental do calculo:

a Logo, adensidade € a derivada da funcao
de distribuicao.
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Esperanca matematica

Q Definicdo (média ou valor esperado)

O A média (ou valor esperado ou primeiro
momento) de uma variavel aleatdria é definida
como: B

Ix. f(x)dx se X é v.a.continua
p=E(X)=1=
> xf(x)= D x.Pr(X =x) se X év.a. discreta

todo x todo x

0 A média de uma variavel aleatéria € uma medida
de tendéncia central da distribuicdo de
probabilidade desta variavel aleatéria.
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Esperanga matematica

0 Exemplo

0O Seja X uma variavel continua com
densidade: f(x) =cx2para0<x <1

0 1) Ache a constante ¢ que faz de f(x) uma
densidade.

0 2) Encontre a média desta densidade.
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Esperan¢ca Matematica

0 Solucao
0 1) Para que f(x) seja uma densidade:

h b XL ¢
jf(x)dx:1<:>fcx2dx:1<:>c— =—=l<c=3
) ) 30" 3

0 2) A média desta densidade é:

1 1 X4 1
[ x(3x Jox :3£x3dx =30

0

_3
4
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Esperanca matematica

Q Definigcéo (Variancia)

QA variancia de uma variavel aleatoria
mede a dispersdo da distribuicdo de
probabilidade, e é definida como:

T(x—y)z.f (x)dx seX continua
JZ:VAR(X):E((X—y)Z): o
> (x=p)f(x)= D (x—u) .Pr(X =x) seX discreta

todo x todo x
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Esperanca matematica &,

S Master

0 Onde novamente f(x) representa a densidade de
probabilidade (se X continua) ou a funcdo de
probabilidade (se X é discreta) e u é a média da
variavel aleatoria.

O A variancia é o segundo momento em torno da
média, e corresponde ao momento de inércia em
Mecéanica.

Da propria definicdo segue que a variancia é
uma quantidade sempre maior ou igual a
zero.
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Esperanga matematica

a Definicdo (desvio padrao)

0 O desvio padrdo de uma variavel aleatoria
€ a raiz quadrada positiva da sua
variancia, e denotado por o, isto é:

o=vo? =1/VARiXi
0 O desvio padrao € expresso nas mesmas
unidades que a variavel aleatdria, e a
variancia é dada nas unidades da variavel
aleatOria ao quadrado.
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Esperanga matematica

RID

0O Se o0 desvio padrdo é pequeno existe
pouca dispersdao em torno da meédia. Se
ele é grande, os valores da variavel
aleatoria estdo muito dispersos em torno
da média.

OA media e a variancia séo casos
particulares dos momentos de uma
distribuicao de probabilidade.
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Esperanga Matemaética

0 A esta altura vocé pode estar se
perguntando: “mas eu ja aprendi quem
eram a média e a variancia, que novas
definicGes sdo essas”?

0O A resposta é simples — quando a gente
falava de estatistica descritiva nos
estavamos calculando médias e
variancias AMOSTRAIS, ou seja, paraum
conjunto de dados.
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Esperanca Matematica

0 Agora noés estamos falando da média e
variancia da POPULACAO, ou seja, da
propria variavel aleatoria (ou distribuicao)
gue gerou aqueles dados observados.

0 De uma certa forma, estas quantidades da
populacdo séo hipotéticas, pois na pratica
poucas vezes as conhecemos.
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Esperangca Matemaética

0 E como as duas coisas se conectam, ou
seja, como a média e a variancia
amostrais se relacionam com 0S seus
equivalentes populacionais?

0O A resposta esta no proximo exemplo, em
gue veremos que a média e a variancia
amostrais sdo apenas casos particulares
dos seus equivalentes populacionais.
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Esperan¢ca Matematica ;
Master

o Exemplo

o Considere um conjunto de dados observados X;, X5,
..., X, € atribua a cada um dos pontos a mesma
probabilidade 1/n.

0 Note que isso descreve uma variavel aleatoria
discreta X com valores possiveis Xy, Xy, ..., X, €
funcéo de probabilidade f(x) = 1/n nestes pontos.
Esta funcéo de probabilidade € chamada de
Uniforme Discreta, pois atribui a mesma
probabilidade a todos os valores.
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Esperanca Matematica

0 Quem € a média desta variavel aleatoria?
a Pela defini¢ao:

p=E(X)= > xPr(X=Xx) =ixi(%j =(£jixi =X

todo x i= n i=1

0 Ou seja, neste caso especifico a média da v.a.
coincide com a média amostral.
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Esperanca Matematica
Master

RIO

0 E avariancia da v.a? Pela definicdo, e como ja
calculamos a média da v.a:

2

VAR(X)= D" (x-u) Pr(X =x)=i(xi—>‘<) sz

> (%)

i=1

S|

a Esta é, com uma pequena mudanca (o denominador é
n ao invés de n-1) a definicdo de variancia amostral.
Logo, podemos concluir deste exemplo que a média e
variancia amostrais sdo apenas casos particulares da
media e variancia de v.a. quando a distribuicdo usada
€ Uniforme Discreta.
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Esperanga matematica

Master

RID

0 Os momentos de uma distribuicdo servem
para caracterizar esta distribuicdo, néao
apenas no que se refere a sua centralidade
e dispersdo, mas também com relacdo a
outras caracteristicas, como a simetria ou
assimetria da densidade de probabilidade.

O A notagdo E(...) indica o valor esperado (ou
“esperanc¢a’, ou “expectancia’), e pode ser
estendida para funcdes mais gerais que XK
ou (X - pk.
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a Definicdo (valor esperado de uma funcéo
de uma variavel aleatéria)

O Seja X uma variavel aleatdria com densidade f(x)
e seja u(X) uma funcédo qualquer tal que as
integrais ou somatérios mostrados a seguir
existem.

0 O valor esperado (ou esperanca matematica) de
u(X) é: -
Ju(x)f(x)dx se X é v.a. continua
EU(X))=1 >
> u(x)f(x)= Y u(x)Pr(X =x) se X é v.a. discreta

todo x todo x
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0 Note que u(X) é também uma v.a.!

O A definicdo anterior inclui, como casos
particulares, as definicbes de media e
variancia.

0 O préximo teorema € atil na manipulacao
de combinacdes lineares de v.a. (ou suas
funcdes).

monica@ele.puc-rio.br 51

Bl

Esperan¢ga matematica
Master

RIO

0 Teorema (Linearidade do valor esperado)

O Sejam a e b constantes e u, v funcdes
guaisquer de X com valores esperados
finitos. Entéo:

E[a.u(X) + b.v(X)] = a E [u(X)] + b E [v(X)]
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o A demonstracao deste fato segue diretamente da
linearidade das integrais ou somatérios. Em
particular, se a € uma constante, E (a) = a.

a Nota: formula alternativa para o calculo da
variancia

a O célculo da variancia através da definicdo é, as vezes,
bastante trabalhoso. Por exemplo, no caso de uma v.a.
discreta, é necesséario computar todas as diferengas x; - p,
eleva-las ao quadrado e multiplica-las pela probabilidade
de ocorréncia de cada X;.

O Logo, seria interessante encontrar uma féormula alternativa
(e mais féacil) para o calculo da variancia, e isso pode ser
feito empregando-se a linearidade do valor esperado.
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a Férmula Alternativa para o Calculo da Variancia

62 =VAR(X) = E [(X - p)2] = E [X2 - 2.p.X + p?]

0 Pela linearidade do valor esperado e notando que p
€ uma constante:

62 = E (X?) - 20.E(X) + E ()

a Mas, por definicdo: p = E (X) e p € uma constante,
dai E (u?) = p2
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0 Logo:
o2 = E (X?) - 2u2 + p2=E (X?) - p?

c® = E (X?) - {E(X)}*

a Esta formula € valida para qualquer variavel
aleatoria X (continua ou discreta), desde que a
média de X seja finita.
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O Propriedades do valor esperado e da
variancia de funcdes lineares

0 Sejam a e b constantes, e X uma variavel aleatoria
gualquer. Entéao:

1) E(a.X + b) = a.E(X) + b

2)E(@)=a
3) VAR(a.X+ b) = a2.VAR(X)
4) VAR(a) =0

monica@ele.puc-rio.br 56




Esperanca matematica b
o~ Master
a Exemplo

a O retorno mensal de certo investimento de risco
pode ser modelado pela variavel aleatéria R com
funcédo de probabilidade dada a seguir:

r 5% 0% 5% 10% 15%
Pr(R=r) 0.40 0.15 0.25 0.15 0.05

a Calcule o retorno esperado (em %) do
investimento e sua variancia e desvio padrao.

a Solugéao

a A varidvel R é discreta, e sua meéedia é (pela
definicéo):
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a p = (-5)(0.40) + (0).(0.15) + (5).(0.25) + (10).(0.15) +
(15).(0.05) = 1.5

O A varianciade R é:
0 o2 = (-5-1.5)2.(0.40) + (0-1.5)2.(0.15)+ (5- 1.5)2.(0.25) +
(10- 1.5)2.(0.15) + (15 - 1.5)2.(0.05) = 40.25

0 O desvio padréo de R é:

0 o = Vo2 = 6.344 (em porcentagem, que é a unidade
em que estao expressos 0s retornos)
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Seja X uma variavel aleatdria continua com
densidade f(x) =c.x onde 0 <x < 3.

o Ache a constante ¢ que faz de f(x) uma
densidade.

0 Encontre afuncao de distribuicéo de X.

0 Ache a média, a variancia e o desvio padréao
de X.

a Encontre um ponto m no intervalo (0,3) tal
que Pr(X=m) = Pr( X £m) = 50%. Este ponto é
a mediana da distribuicéo.

monica@ele.puc-rio.br 59

Esperanca matematica (para
casa) s Master

RIO

A renda de uma pessoa numa populacédo € uma
variavel aleatéria continua X com densidade f(x) =
k/x® onde x >1.

a) Ache a constante k que faz desta expressao
uma densidade.

b) Encontre a renda média nesta populacdo.

c) Encontre arenda mediana nesta populacéao,
onde m, a mediana, é tal que Pr(X>m) =Pr(X <m)
= 0.50.
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