Métodos Estatisticos de
Apoio a Decisao

Aula 5

Monica Barros, D.Sc.

Julho de 2007

monica@ele.puc-rio.br

<§E§?
e

Aula 5

© mie

Master

~— g
£

0 Variaveis Continuas
0 Uniforme
a Exponencial
0 Normal
a Lognormal
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Distribuicao Uniforme

QO A probabilidade de ocorréncia em dois intervalos
quaisquer de mesmo tamanho é a mesma - a
funcao de densidade de probabilidade é uma reta
paralela ao eixo horizontal.

O Se considerarmos os limites de ocorréncia de x
como sendo ae b (a <b) devemos ter
necessariamente f(x) = 1/(b — a) para que a
integral da densidade seja 1.
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Distribuigao Uniforme

0 Se X ~ Unif(a,b) entao sua densidade é:

1
F(x) = Esex'a(a,b)

0 se xg¢(a,b)
0 A fungao de distribuicao é dada por:

Osex<a

F()=Pr(X <x)= ? sexe(ab)

1se x>a

0 Note que a fungao de distribuicao é linear
no intervalo (a,b).
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Distribuicao Uniforme
Master

T

0 Média e Variancia da distribuicdao Uniforme
a Se X ~ Unif(a,b) entao:

E(X):a%b, VAR(X):M
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Distribuigao Uniforme

0 Exemplo

0 Um véo da ponte aérea RJ-SP leva entre 40 e 50
minutos, com igual probabilidade de ocorréncia
dentro desse intervalo

a A distribuicdo é Uniforme no intervalo (40, 50)

o f(x) = 1/(50 — 40) para x no intervalo (40,50) e zero fora
desse intervalo

)

0 40 50 X
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Distribuicao Uniforme

0 Qual a probabilidade de um véo durar mais de 48
minutos?

50 1 2
Pr(X >48)= [ X =

559040 10
0 Qual a probabilidade de um véo durar entre 43 e

45 minutos?

45 1 2
Pr(43< X <45)= | X=-—
:;00—-40 10
0 Uma caracteristica importante da densidade Uniforme é:
dois subintervalos de comprimento | que estao totalmente
“dentro” de (a, b) tém a mesma probabilidade. Isso nao
ocorre em geral, no caso de outras densidades.
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Distribuigao Uniforme

0 Exemplo

O peso minimo de um pacote de 1Kg de café é de
0,98Kg. O fabricante garante que a distribuicao
de pesos é uniforme e que a fungao de densidade
de probabilidade, f(x), é igual a 9,75. Se o
fabricante disse a verdade, qual é o peso maximo
que um pacote de café pode ter?

0 Solugao

Seja b o peso maximo. Se a distribui¢ao é uniforme, a area

sob f(x) no intervalo de validade de x deve ser igual a 1.

A area é dada por f(x).(b — a), onde f(x) =9,75e a = 0,98
Logo, b =a + 1/f(x) = 0,98 + 1/9,75 = 1,0826
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Distribuicao Uniforme Distribuigao Uniforme
0 Geragao de v.a. Uniformes no Excel
0 Exemplo (para casa) £ ‘ria a instalacs via d
a O retorno de uma aplicagao financeira de risco a necessa”i a ms alagao prev,l,a o
num intervalo de uma semana é uma variavel suplemento “Analise de Dados™)
ctrili S : :
com distribuicdo Uniforme no intervalo —2% a T e——
1.8%. Calcule: DeEa8RY e &=~ 83|l
- . . Arial -0 . U E===89%, %)
A probabilidade do retorno do investimento | M o = — —— ‘
nesta semana ser positivo. S —
. L lysis 7| X
A probabilidade do retorno estar entre -1% e EN e T .
+1%. 5 — _cred |
6 Descriptive Statistics i
A probabilidade do retorno exceder 0.5%. i Eftflénfhr% =]
o
T Random Mumber Generation
12|
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Distribuicao Uniforme Densidade Exponencial
0 Geracao de v.a. Uniformes no Excel
El\s Edit View Insert Format Tools Cata Window Help D Serve para:

- DeHisRy|s RS |o-o-|@ = 5l 2 |w - .
3‘;‘,’,‘;‘3’;‘; = | - 10 ~‘| B 1 U |§| == z||@ Z :o-s|,-r:s| 0 Modelar tempos de duragao de equipamentos;
geradas UMBXT T F T T T T F T Intervalo de 0 Modelar tempos entre ocorréncias, por
neste caso) T\ T x| __ definigdo, neste exemplo, o tempo entre chegadas de carros

3_ Number of Yariables: |1— m caSO, denSIdade d ”, - h d d
% umber of Random Mumbers: Cancel Unif(O,Z) num pe. aglo, entre a c ega a e pessoas
= /fismm - = num caixa de banco;
] Parameter .
—
/ﬁ( Between [0 and [z Célula inicial de Q DenSIdade
i armazenamento dos f(x)= /’L.exp(— /1.X) ondeAi>0 e x>0
Nulmero de % _ dados — neste caso
valores gerados s seed: [ — os nimeros gerados 0 Funcga Distribuica
(1000 nestegfso) OM o5 nimeros ger uncgao de Distribuigcao
T e |—$a;$1 = coluna A, a partir da h X
18 1 Mew Workshest Ely: 3 -A.u —A.X
E ('Newﬂorkkz:ok | Célula A1 F(X) = Pr(x S X) = J‘ﬂ“exp(_ l'u)du = _e 0 :1_e
21 1 0 monica@ele.puc-rio.br 12
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Distribuicao Exponencial

0 Média e Variancia
o Se X é Exponencial com parametro A, entao:

E(X)=1/4
VAR(X)=1/4%

o Falta de Memoria

a A distribuicao Exponencial “ndo tem meméria”. O
que isso quer dizer? Esta propriedade indica que
a vida restante de um equipamento nao depende
da idade atual deste equipamento. Ou seja, um
componente usado é tdo bom quanto um novo
(em termos da sua durabilidade).
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Densidade Exponencial

0 Grafico — densidade Exponencial com A = 2
f(x) = 2.exp(~2.x) onde x>0

Densidade f(x) = 2.exp(-2.x)
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Densidade Exponencial
Master

RiD

a O grafico a seguir apresenta a funcao de distribuicao
de uma v.a. Exponencial com parametro A = 2, isto é,
a funcao de distribuicao associada a densidade da
pagina anterior.

F(x) -

0,90

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
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Densidade Exponencial

0 Exemplo

o O tempo entre as chegadas de taxi num
cruzamento é uma variavel Exponencial
com A = 1/10 chegadas por minutos.
Calcule:

a) A probabilidade de alguém ter que

esperar mais de 60 minutos por um taxi.

b) A probabilidade de um taxi demorar
menos de 10 minutos para passar.
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Densidade Exponencial

a Solugao

Seja T o tempo entre chegadas de um taxi, isto é,
o tempo que voceé tera que esperar por um taxi
nesta esquina.

T é uma variavel Exponencial com A = 1/10.

Para uma variavel Exponencial, a fungéao de
distribuicdo é F(t) =Pr(T<t)=1-exp(-A .t) e
também Pr(T > t) =1 - F(t) = exp(- A .t). Logo:

a) Pr(T > 60) = exp(-60/10) = exp(-6) = 0.0025
b) Pr(T <10) =1 — exp(-10/10) =1 — exp(-1) = 0.6321

monica@ele.puc-rio.br 17

Densidade Exponencial

0 Exemplo (para casa)

0 O tempo até a ocorréncia de um defeito (isto é,
o tempo de duragao) numa TV é uma variavel
Exponencial com parametro A = 1/3 anos.

O Calcule a probabilidade de uma TV “pifar” nos
primeiros 2 anos de uso.

0 Calcule a probabilidade de uma TV durar mais
de 5 anos.

0 Calcule a probabilidade de uma TV durar entre
3 e 5anos.
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Densidade Exponencial

0 Exemplo - Simulagao
0 A maioria das linguagens de programagao tem um
gerador de variaveis Uniforme (0,1) “embutido”.

a Mas, é conveniente ser capaz de gerar variaveis
com outras densidades.

0 Pode-se mostrar (e faremos isso eventualmente)
que, se U ~ Unif(0,1) entao:

-1
Y =~ log(U
> og(U)

0 tem densidade Exponencial com parametro A.
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Densidade Exponencial

0 O préximo exemplo apresenta a geragao
de 10000 variaveis Exponenciais com
parametro 1 a partir de uma amostra do
mesmo tamanho da Uniforme(0,1).

0 Neste exemplo usamos o suplemento
“Analise de dados” do Excel, que permite
a geragao de v.a. e a construgao dos
histogramas indicados.
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Variavel Exponencial - simulagao«: HB‘
T~ Master

0 Suponha que geramos uma amostra aleatéria de 10000
observagoes da densidade Unif(0,1) no Excel, como mostrado
nas proximas figuras.

Ele Edt Wiew Insert Format Tools Data window Help

NEEHSSRY|(i2Bd|o-o-|a= x4 3|

| aral vmv|nlg|§§§§‘§%,f68;”_3
Al | =
A [ B [ ¢ T b [ E [ F [ &6
1] 21
2
| Analysis Tools
3 — B -OK
4 ; =
= d Cancel
5 ) Generation
B ntile:
— Help
7
g |-Tesk: Paired Two Sample for Means
3 t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances
a0 t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Variances
W z-Test: Two Sampls For Means h
1z
13
14/
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Variavel Exponencial - simulagao«

o
IC Master
i A
|EY Fie Edit Yew Insert Format Tools Data Window Help RIS
e A = R
| el o -e s u|E=E==EE %, Wa8]E
A - =|
[ A B [ ¢ [ o [T E [ F I 6 [ H
;__‘_. 2%
[ | Number of Yariables: 1
4| Er—
—_1 Mumber of Random Murbers: 10000 Cancel
5
5 Distrbution: T )
e e
8|
& fee (O ¢ |
1l
a2
El
l Randam Seed:
% rOukput option:
7 1 Qutput Range! a1:a10000| ﬂ]
18| " Mew Worksheet Fly:
19 © Hew Workbook
20
21]
22
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~ Master

a O histograma das 10000 observagoes geradas é:

Histograma - 10000 observagées da Unif(0,1)

1100
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700 +

500 +

Freqiiéncia

300 +

100 +

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 More
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Variavel Exponencial - simulagao«:! L
Pl \ aster

RiB

0 Agora criamos uma nova coluna de 10000
observagoées usando a transformacao Y =
- log (U) onde U é um valor gerado da
distribuigcao Unif(0,1).

0 O histograma da nova amostra deve ter
um comportamento decrescente, que se
“pareca” com uma densidade Exponencial
com média 1. Este histograma é mostrado
na préxima figura.
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Variavel Exponencial - simulagao« L
Lt aster

RIG

Histograma (Variavel Exponencial)
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Variavel Exponencial - simulagao: ff &
1‘“‘_‘_ Master
a Nota:

0 O Excel ndo tem um gerador de variaveis
Exponenciais. O procedimento que vocé deve
usar para simula-las é apenas uma extensao
do método mostrado neste exemplo.

O Para gerar uma variavel X com densidade:

f(x)=A.exp(-1.x) ondel>0 e x>0

0 Faca X = (-1/A). Log(U) onde U é uma v.a.
Uniforme(0,1).
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Distribuicao Normal

a A distribuicao Normal é talvez a mais importante
das distribuigoes de probabilidade.

0 Muitos fenémenos fisicos ou econdmicos sao
freqlientemente modelados pela distribuicao
Normal.

o E utilizada para descrever inimeras aplicagdes praticas:
Q Altura e peso de pessoas e objetos
0 Nivel de chuvas
O Altura de arvores em uma floresta
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Distribuicao Normal

a A distribuicao Normal tem a forma de um sino, e
possui dois parametros, p e 2.

a A distribuicao Normal é também chamada de
Gaussiana em homenagem ao matematico Carl
Friederich Gauss (1777 - 1855).

a A distribuicdo Normal também funciona como uma
boa aproximagao para outras densidades. Por
exemplo, sob algumas condi¢gdes pode-se provar
que a densidade Binomial pode ser aproximada
pela Normal.
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Distribuicao Normal

a Densidade Normal com média p e variancia ¢?

1 e
f(x)=———=e % ondec’>0eucR

N 27o?

0 Notagao: X~ N(pn, c?)

O A densidade é simétrica em torno de y, e
guanto maior o valor da variancia o?, mais
"espalhada" é a distribuicao.
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Distribuicao Normal

Densidades Normais com média zero e variancias 1,2 e 4

0.40 /M\
035

5,9 0

IS I0S IS PN NN XN G TP SR N L SRS P P I L N N NN PN 0N PN B T

PPy IS NN N INIENIIN PN oF o o® & NN N N ¥ q¥ q® ot

—=—N(0,1) —+—N(0,2) —>—N(0,4) ‘
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Distribuicao Normal

a A distribuigao normal é completamente caracterizada por
sua média p e seu desvio-padréo ¢

0 A média define o deslocamento horizontal da curva,
enquanto o desvio-padrao define o seu achatamento

0.30 0.30
0.25 1 0.25 9
p=10 p=12

0.20 - 0.20

0.15 A 0.15

0.10 A 0.10

0.05 - 0.05 -

0.00 T T 0.00 T T T

5 10 15 2 7 12 17
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Distribuicao Normal

O Propriedades

1) f(x) como definida integra a 1.

2) f(x) > 0 sempre.

3)_Os !imites de f(x) quando x tende a + © e - © sao
iguais a zero.

4) A densidade N(u, o?) é simétrica em torno de y, ou
seja:

f(u + x) = f(pn - x)
5) O valor maximo de f(x) ocorreem x=p

6) Os pontos de inflexdo de f(x) sdiox= p+oce x=
pn—o.
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Distribuicao Normal

0 Média, Variancia e funcao de distribuicao
0 SeX~ N(pu,c?) entao:

E(XX)=mu,

VAR(X) = 52

0 A sua fungao de distribuicao é:

X 2
F(x)=Pr(X <x)= j \/2172 eXp{_(;;zﬂ) }du
“wN27mo

Nao é possivel resolver analiticamente esta integral —
precisamos de uma tabela!
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Master

Distribuicao Normal ff &
PLI

0 Tabela: sera feita para a distribuicao N(0,1)

0 E possivel transformar uma variavel N(u,c2)
numa N(0,1) sem grandes dificuldades, e entado
podemos tabelar os valores da fun¢ao de
distribuicao de uma N(0,1), e esta tabela pode
ser usada para encontrar probabilidades
envolvendo qualquer variavel aleatéria Normal.
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Distribuicao Normal

Q Problema:

Nao é possivel criar uma tabela para cada uma
das (infinitas) densidades Normais existentes.

0 Solugao:

Trabalha-se com a densidade Normal com média
0 e variancia 1, e converte-se todas as outras
Normais para esta, chamada de Normal padrao
ou Normal standard.

A maioria dos livros de estatistica fornece
tabelas de probabilidade para a distribuicao
normal padronizada.
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Distribuicao Normal

O Transformagao numa N(0,1)
0SeX~ N(p,oc?) entdioZ = (X - p)lc é uma
variavel Normal com média 0 e variancia 1.

0 Logo, para transformar uma variavel aleatoéria
Normal com quaisquer parametros numa Normal
(0,1) vocé deve:

1- Subtrair a média
2- Dividir o resultado por ¢, o desvio padrao

A variavel aleatodria resultante deste procedimento
é uma N(0,1).
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Distribuicao Normal

o Se X pertence a uma distribuigao normal com
média p e desvio-padrao o, seu valor normalizado

é dado por: X —u - A variavel Z é Normal
Z= com média0 e

o variancia 1

0 Existem dois tipos de tabela, que fornecem
basicamente a mesma coisa:

0 Pr(0< Z < z), ou seja, a probabilidade do lado direito da
curva normal a partir da média até o valor z,

0 d(z,) =Pr(Z<2zy)=0.5+Pr(0<Z<2z) (por que?)

0 Iremos trabalhar com a tabela da fungao de
distribuicéo, isto é: ®(z,)
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Distribuicao Normal

0 Toda variavel Normal pode ser transformada
numa Normal com média 0 e variancia 1.

0 Logo, so existe a necessidade de criar uma unica
tabela para a fungao de distribuicao acumulada.

0 Se XéN(pn,o?).EntaoavariavelZ=(X-pu)/o
tem distribuicido Normal com média zero e
variancia um, isto é, Z é N(0,1).
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Distribuicao Normal

o Calculo de probabilidades
Se X é uma variavel Normal com média p e desvio
padrao c entao:
Pr(a< X sb)_Pr(a_“s X_”sb_“j_Pr[a_“szgb_“j_
o

O O (2 [e2
of o) of 2]
o o
0 onde ® é a fungao de distribuicao da N(0,1), que

é tabelada. Alguns valores importantes sao:
®(1.645) = 0.95, @ (1.96) = 0.975 e @ (2.326) = 0.99
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Distribuicao Normal

a O Excel fornece diretamente o valor de
®(z,) através da fungao DIST.NORMP.

0 O unico argumento para esta fungao é o
valor z, para o qual vocé quer calcular a
probabilidade de estar abaixo, pois a
funcao pressupoée que a distribuicao
usada é a Normal padrao (média 0 e
variancia 1).
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Tabela da N(0,1)

0 Simetrias

Qd(-2z)=1-®(z) sez>0

0 ISSO |§ IMPORTANTE POIS A TABELA SO
CONTEM VALORES DE z POSITIVOS!

o(z) 0 Probabilidade de um intervalo simétrico em

: torno de zero
) QPr(t<zZ<t)=1-2{®(t)}=1-2{1-0(t)} =
2. ®(t) - 1 onde Z~ N(0,1)
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Tabela da N(0,1) (®(z,) = Pr(Z < z,)) 4=+ Tabela da N(0,1)

0100 $(z) 0162 $(z) 1224 9(z) 1zss d(z) D.

. 0.5000 . 0.7324 . 0.8925 . 0.9686

0.02 0.5080 0.64 0.7389 1.26 0.8962 1.88 0.9699 D Icas

0.04 0.5160 0.66 0.7454 1.28 0.8997 1.90 0.9713 ~ . . . .
RTINS EH N O I EEE I L IS e H B IS 4 0 Vocé precisa explorar as simetrias da N(0,1) pois
0.10 0.5398 0.72 0.7642 1.34 0.9099 1.96 0.9750 e Fa mgw

012 05475 0.74 0.7704 1.36 09131 1.08 09761 a tabela so6 é dada para valores positivos de Z,.
0.14 0.5557 0.76 0.7764 1.38 0.9162 2.00 0.9772

0.16 0.5636 0.78 0.7823 1.40 0.9192 2.02 0.9783 1 1 —
o8 | oavis | oime | ovoes | 42 | oezss | 2i04 | oeves Por causa da simetria em torno de zero, ®(0) = 0.5
0.20 0.5793 0.82 0.7939 1.44 0.9251 2.06 0.9803 @ - 5 f -

0.22 0.5871 0.84 0.7995 1.46 0.9279 2.08 0.9812 ( ) q 0

0.24 0.5948 0.86 0.8051 1.48 0.9306 2.10 0.9821 e zo e menor ue " se ZO or um numero

0.26 0.6026 0.88 0.8106 1.50 0.9332 2.12 0.9830 H

0.28 0.6103 0.90 0.8159 1.52 0.9357 2.14 0.9838 negatlvo-

0.30 0.6179 0.92 0.8212 1.54 0.9382 2.16 0.9846

0.32 0.6255 0.94 0.8264 1.56 0.9406 2.18 0.9854

0.34 0.6331 0.96 0.8315 1.58 0.9429 2.20 0.9861

0.36 0.6406 0.98 0.8365 1.60 0.9452 2.22 0.9868

0.38 0.6480 1.00 0.8413 1.62 0.9474 2.24 0.9875 ~ H ” H

040 102 08461 164 2.26 O Se vocé tiver duvidas, faga um desenho!

0.42 0.6628 1.04 0.8508 1.66 0.9515 2.28 0.9887

0.44 0.6700 1.06 0.8554 1.68 0.9535 2.30 0.9893 ” ~

0.46 06772 1.08 0.8599 1.70 0.9554 2.32 0.9898 d Lembre-se sempre que (I)(Zo) e uma fungao de
0.48 0.6844 1.10 0.8643 1.72 0.9573 2.34 0.9904 . . . ~ . I

0.50 0.6915 1.12 0.8686 1.74 0.9591 2.36 0.9909

R .o (EEEEE cccic (NEECEE| cccc. IR Coc:: distribuicao, ou seja, mede a probabilidade de
0.54 0.7054 1.16 0.8770 1.78 0.9625 2.40 0.9918

0.56 0.7123 1.18 0.8810 1.80 0.9641 2.42 0.9922 estarmos ABAIXO do pontoz

0.58 0.7190 1.20 0.8849 1.82 0.9656 2.44 0.9927 0-

0.60 0.7257 1.22 0.8888 1.84 0.9671 2.46 0.9931
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Distribuicao Normal
Master

T

nSejaX~N(pn,oc?)ek>0. Mostre que
Pr{p-ko < X<pu+ ko } sé depende de k
(ndo depende de peac).

a Solugao

0 Note que a probabilidade desejada é a
probabilidade de X estar a uma distancia
menor ou igual a k desvios padroes da
sua média.
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Distribuicao Normal

Pr(u—ko <X < u+ko)=Pr(—-ko < X - u<+ko)=

:Pr(—k—0<ﬂ<+k—a):Pr(—k< X_ﬂ<k):Pr(—k<Z<+k):
o o o o

= 2.d(k) -1

0 As probabilidades para alguns valores k
estao abaixo:
Pr(p-c<X<p+oc)=2.0(1)-1=0.6826
Pr( 1 - 1.6456 < X < u + 1.6450) = 2.0(1.645) - 1 = 0.90
Pr( - 1.96c < X < i + 1.965) = 2.0(1.96) - 1 = 0.95
Pr(-2.57c <X < p + 2.57c) = 2.0(2.57) - 1 = 0.99
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Distribuicao Normal
Master

RiD

0 Na verdade, aquela “regra de bolso” que
diz que 68% dos valores estdo a uma
distancia de 1 d.p. da média e 95% dos
valores estao a dois desvios da média
acabou de ser mostrada no slide anterior.

0 Mas note que isso so6 é realmente verdade
para a distribuicao Normal!
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Distribuicao Normal

0 Exemplo

Numa agéncia bancaria localizada numa grande
cidade brasileira, verificou-se que os clientes
pessoa fisica mantém, em média, um volume de R$
4800,00 aplicados no banco.

A dispersao entre os volumes de recursos, medida
pelo desvio padréao, é R$ 1600,00. Além disso, pode-
se encarar os saldos dos correntistas como
independentes entre si e Normalmente distribuidos.

monica@ele.puc-rio.br 48




Distribuicao Normal

0 O banco pretende abrir uma nova agéncia
e seus executivos imaginam que o poder
aquisitivo nesta nova area é semelhante
ao dos clientes desta agéncia.

0 a) Um cliente é VIP se esta entre os 5%
com maior volume de recursos. Quanto
uma pessoa deveria manter no banco para
ser considerada cliente VIP?
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Distribuicao Normal

0 b) O banco pretende cobrar tarifas mais altas
dos clientes que tém um baixo volume de
recursos aplicados na instituigao.

Os clientes cujos volumes de recursos estao
entre os 10% mais baixos terdao de pagar esta
tarifa mais alta. Abaixo de qual volume um
cliente sera alvo desta tarifa diferenciada?
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Distribuicao Normal

a Solugao
Seja X a variavel que mede o volume de

recursos de um cliente tipico da agéncia. Entao X
é Normal (4800, (1600)2). Dai: X —4800
1600

Z=

tem densidade Normal padrao.

Para estar entre os 5% mais “ricos”, precisamos
encontrar z; tal que ®(z,) = 95%. Usando a funcao
INV.NORMP do Excel, encontramos z, = 1.645.
Logo, y 4g00

1600

=1.645= X = 4800+1.645(1600) = 7432
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Distribuicao Normal

0O Solugao (continuacao)
b) Para estar entre os 10% mais “pobres”
precisamos encontrar z, tal que ®(z,) = 10%. A
funcéo INV.NORMP do Excel fornece z,=-1.281.
Logo,
X —4800
1600

=-1.281= X =4800-1.281(1600) = 2750.40

0 Ou seja, clientes com volume de recursos abaixo
de R$ 2750 estarao sujeitos a uma tarifa mais
alta, e aqueles com volume de aplicagdes acima
de R$ 7432 terao tratamento VIP.
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Distribuicao Normal

0 Exemplo

0 O saldo devedor dos usuarios de um certo cartao
de crédito é uma variavel aleatéria Normal com
média R$ 200 e desvio padrao R$ 75.

a) Qual a probabilidade do saldo devedor de um usuario
estar entre R$ 100 e R$ 3007

b) Qual deve ser o seu saldo devedor para que vocé esteja
entre os 5% mais endividados?

0 Solugao
X é Normal com média 200 e desvio padrao 75 e assim
Z =(X-200)/75 é N(0,1).
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Distribuicao Normal

0O Solugao (continuagao)
Pr(100 < X < 300) =
F,{100—200 _ 5 . 300-200

75 75
= ®(1.333)- d(-1.333) = 2.0(1.333)-1=0.8176

j =Pr(-1.333<Z <+1.333) =

b) Para que vocé esteja entre os 5% mais
endividados, o saldo devedor padronizado deve
ser igual a 1.645 (veja tabela da Normal). Dai:

Z:X—ZOO

=1.645= X =200+1.645(75) =323.38

é o saldo para estar entre os 5% com maior saldo
devedor.
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Distribuicao Normal

0 Exemplo (para casa)

a O consumo médio residencial de energia
elétrica nos meses de verao numa certa cidade
é uma variavel Normal com média 210 kWh e
desvio padrao 18 kWh.

a) Qual a probabilidade de que o consumo no
verao exceda 225 kWh?

b) Calcule a probabilidade de que o consumo
no verao seja inferior a 190 kWh.

c) Quanto vocé deve consumir para estar entre
os 2.5% que mais gastam energia?
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Distribuicao Normal

0 Exemplo (para casa)

0 Numa certa empresa de informatica, o
salario anual médio dos funcionarios com
menos de 5 anos de experiéncia é R$
24000, com desvio padrao de R$ 3000.
Suponha que os salarios tém distribuicao
Normal e calcule os valores pedidos a
seguir.
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Distribuicao Normal
Master

T

0 a) Qual a probabilidade do salario anual
de um funcionario qualquer com menos
de 5 anos de experiéncia ser menor que
R$ 200007

a b) Qual deve ser o valor do salario anual
de um funcionario com menos de 5 anos
de experiéncia se 95% dos funcionarios
(com menos de 5 anos de experiéncia)
tem salario abaixo dele?
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Distribuicao Normal

0 c)Toma-se uma amostra de 36
funcionarios com menos de 5 anos de
experiéncia. Qual a probabilidade do
salario meédio na amostra exceder
R$ 245007

o d)Toma-se uma amostra de 12
funcionarios com menos de 5 anos de
experiéncia. Qual a probabilidade do
maior salario na amostra exceder
R$ 280007
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Combinagdes Lineares de Do
Variaveis Normais SUc Master

a Sejam X;, X,, ..., X, variaveis aleatorias
independentes, onde X, ~ N( 1, , %) e seja’Y
=X+ X+ .+ X,

0 Entdo Y tem distribuicAo Normal com média
uy € variancia c,? dadas por:

1=
i=1

oi=Y0!
i=1
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Combinagdes Lineares de
Variaveis Normais

0 Dois casos particulares importantes sao:

a se os X; ‘s forem iid N(u, 62), entdo sua soma é
Normal com média n. p e variancia n. 62 e

0 a média amostral € Normal com média p e
variancia o?/n.
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Distribuicao Normal

0 Exemplo (continuagao)

0 Considere o exemplo dos saldos em
aplicagoes bancarias. Suponha que
tomamos uma amostra de 16 clientes da
agéncia.

0O Qual a probabilidade de que o saldo
médio das aplicagdes dos clientes na

amostra exceda R$ 49007
Seja X amédia dos saldos dos clientes na amostra.

2
X tem distribuicdo N(4800, (161060) J
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Distribuicao Normal

o Entao:

Pr(X > 4900)= Pr[ X 4800 4900_4800} = Pr[Z > 100) =

1600, g 1600,

=Pr(Z >0.25)=1-®(0.25)=1-0.599 = 0.401
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Distribuicao Normal (para casa) a

0 Um estudante universitario gasta em
média R$ 600,00 em livros por ano. A
dispersao entre os valores gastos, medida
pelo desvio padréao, é R$ 240,00.

0 Além disso, pode-se encarar os valores
gastos pelos universitarios @ como
independentes entre si e Normalmente
distribuidos. Também, a maioria dos
estudantes adquire livros pela Internet.
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Distribuicao Normal (para casa) u

B

0 a) Uma grande livraria na Internet pretende
oferecer um cartao VIP aos clientes que mais
compram livros. Apenas os 1% que mais
consomem livros num periodo de um ano
receberao o cartdao. Acima de qual volume anual
de compras um consumidor se candidata ao
cartao VIP?

0 b) Considere 16 estudantes universitarios. Qual a
probabilidade do gasto médio anual em livros
destas 16 pessoas ultrapassar R$ 660,007

0O c) Dentre as 16 pessoas nesta mesma amostra,
qual a probabilidade do estudante que menos
consumiu livros ter gasto mais de R$ 650 no
ano?
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Distribuicao Normal (para casa)

0 Um apartamento de 2 quartos numa certa
regidao da cidade custa, em média R$ 260
mil. A dispersao entre os valores, medida
pelo desvio padrao, é R$ 100 mil.

0 Além disso, pode-se encarar os prec¢os
dos apartamentos como independentes
entre si e Normalmente distribuidos.
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Distribuicao Normal (para casa)

0 a) Uma imobiliaria pretende oferecer uma viagem
de presente aos compradores de apartamentos
de 2 quartos neste bairro que comprem os
apartamentos situados na faixa dos 10% mais
caros. A partir de quanto deve custar o seu
apartamento para que vocé ganhe a viagem de
“presente”?

0 b) Considere 16 compradores de apartamentos
de 2 quartos neste bairro. Qual a probabilidade
do preco médio pago por eles ser inferior a R$
300 mil?

0O c) Dentre as 16 pessoas nesta mesma amostra,
qual a probabilidade do comprador que pagou
mais caro por um apartamento ter pago menos
de R$ 285 mllf) monica@ele.puc-rio.br

A distribuicao Lognormal

o A distribuicio Lognormal ¢é uma
distribuicdo de probabilidade continua
usada para dados positivos.

0 Esta distribuicao é frequentemente usada
na modelagem do preco de agoes e outros
ativos financeiros, e também pode
modelar o tempo até a ocorréncia de um
defeito de uma maquina.
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A distribuicao Lognormal

0 Veja o link:
para
um simulador interessante de variaveis lognormais
e normais.

0 Se vocé se interessar, o artigo do link:
a
O discute o uso da lognormal nas ciéncias.
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A Distribuicao Lognormal

0 Como criar uma variavel lognormal?

0 Seja X ~ N(u, o?). Seja Y = exp(X). Entao Y
tem densidade Lognormal com
parametros p e ¢2.

0 A densidade de Y é dada por:

f(y) :%.(%}exp[—wJ onde y>0

2no 20
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A Distribui¢cao Lognormal

0 Densidades Lognormais com p=0.05e 0.25 e
¢ =0.30

1323, 15 T T T T T T

f(x,0.05,0.30)

f(x,0.25,0.30)

05 : |

AR PR . ! L
0 1 2 3 4 5 6 7
0.0L,

0 g
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A Distribui¢cao Lognormal

0 Densidades Lognormaiscompup=0e
diversos valores para c.

20 T 71

30

71

A Distribui¢cao Lognormal

0 Atencao:

Q A distribuicdo Lognormal, ao contrario do
gue o nome indica, ndo significa a
densidade do logaritmo de uma variavel
Normal, pois uma variavel Normal admite
valores negativos, onde o logaritmo nao
estd definido. Uma variavel aleatdria com
densidade Lognormal € encontrada
tomando-se a exponencial de uma variavel
aleatoria Normal!
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A Distribuicao Lognormal
Master

“mie

0 A densidade Lognormal pode ser pensada
como gerada pelo PRODUTO de diversos
fatores que sao todos independentes
entre si.

0 Por que? Pois Y = exp(X) e X € Normal,
que pode ser encarada como a soma de
fatores independentes (é a idéia do
Teorema Central do Limite). Ao
exponenciarmos, esta soma torna-se um
produto...

monica@ele.puc-rio.br 73

Lognormal como modelo para
0 prego de uma acgao

0 Uma forma de descrever a incerteza sobre o
preco de uma agao é supor que as variagées no
preco entre os instantes t e t+At podem ser
divididas em 2 componentes, uma aleatéria e a
outra deterministica, como a seguir:

S S[.{EXD(IU.At +G.Z\/E)}

0 onde Z é uma variavel N(0,1) e p e ¢ > 0 séo
parametros conhecidos. O parametro p
representa a taxa média de crescimento do prego
ao longo do tempo.
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Lognormal como modelo para
0 prego de uma agao

0 Note que, se ¢ = 0, a evolugao dos precgos é
puramente deterministica, e entao:

Spia = St.{exp(,u.At)}

0 Nesta expressao percebemos que a tendéncia
deterministica dos pregos é crescente desde que
p>0.

0 Se o > 0 entdo existe uma componente aleatoria
no comportamento dos preg¢os. Esta componente
aleatoria é dada por uma variavel aleatéria N(0,1),
e assim o efeito desta variavel pode ser o de
atenuar o crescimento deterministico no preco,
pois Z pode ser negativo. Note que a variavel
exp(Z) é Lognormal.
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Média e variancia da Lognormal

0 Se Y ~ Lognormal(p, 62) entao:
E(Y) = exp( n + 6%/2)

VAR(Y) = exp(2y+az).(e"2 —1)
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