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Aula 6

Q Teorema Central do Limite

0 Teorema de DeMoivre e Laplace
(aplicacdo do TCL a Binomial)
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Teorema Central do Limite

S Master
0 O teorema central do limite € um dos resultados
fundamentais da teoria de probabilidades.

0 Por que ele é tdo importante?

0 Em palavras, o teorema diz que toda soma de
variaveis aleatdrias independentes é
aproximadamente Normal, desde que o niumero
de termos na soma seja suficientemente grande.
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Teorema Central do Limite

0 O Teorema Central do Limite € um
resultado importantissimo porque nos diz
que:

O Somas de variaveis independentes séo
aproximadamente Normais

a Médias de variaveis independentes sdo
aproximadamente Normais

0 E o mais surpreendente é — NAO
INTERESSA qual a densidade das
variaveis gue estdo sendo somadas!
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Teorema Central do Limite

a Para ver o TCL em acéao, e se convencer
de que ele funciona, veja 0s proximos
gréaficos.

0 Simulamos diversas amostras de tamanho
10000 da Uniforme(0,1).

0 Em seguida, criamos novas variaveis que
sdo a soma destas Uniformes.

0 Veja o resultado a seguir.
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Soma de DUAS Unif(0,1)

Histograma - Soma de 2 Unif(0,1) = Distribui¢&o Triangular
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Soma de TRES Unif(0,1)

Histograma - Soma de 3 Unif(0,1)
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Soma de QUATRO Unif(0,1)

Histograma - Soma de 4 Unif(0,1)
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Soma de SEIS Unif(0,1)

Histograma - Soma de 6 Unif(0,1) Padronizada - E aproximadamente N(0,1)
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Teorema Central do Limite

0 O exemplo mostra que...

0 Quanto mais termos eu uso na soma, mais
“Normal” parece o histograma....

0 E note que eu comecei com uma “coisa”
absolutamente “n&o-Normal”, a Uniforme!

a0 De uma maneira MUITO informal, é isso
mesmo o que o Teorema Central do Limite diz!
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Teorema Central do Limite

a Teorema

a Sejam X, X,, ...., X,, variaveis aleatorias independentes tais
que E(X) = y; e VAR(X)) = 6,2, ambas finitas. Seja Y = X, + X,
+ ... + X,,. Entdo, sob condi¢des bastante gerais podemos
afirmar que:

O tem aproximadamente uma distribuicdo N(0,1).

0 Esta aproximacéo torna-se cada vez melhor a medida que n
cresce.

0 A importancia do teorema decorre do fato da
distribuicdo dos X;'s ser qualquer!!
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Teorema Central do Limite

o O teorema central do limite pode ser escrito de maneira
equivalente usando-se a média de variaveis aleatorias (ao
invés da soma). Esta nova versédo do teorema €
especialmente importante quando os X;'s s&o identicamente
distribuidos, além de independentes, isto é, todos tém a
mesma distribuicdo de probabilidade.

a Definigdo

o Dizemos que Xy, X,, ...., X, s8o identicamente distribuidos
quando todos tém a mesma distribuicdo de probabilidade.
Neste caso, a média e a variancia sdo as mesmas para todos
0s X;, isto é, E(X;) =p e VAR(X|)) =c?parai=1,2,..,n
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Teorema Central do Limite

a Se, além de identicamente distribuidos, os X;'s sé@o
independentes, dizemos que eles sé&o i.i.d.
(independentes e identicamente distribuidos).

0O Teorema Central do Limite (versao iid)

a Sejam X, X,, ...., X, variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (iid) tais que E(X;) = p e VAR(X)) =
c?, ambas finitas. Seja Y = X; + X, + ... + X,. Ent&o, sob
condicdes bastante gerais: Y —nu

no?

z

O tem aproximadamente uma distribuicdo N(0,1). Esta
aproximacéo torna-se cada vez melhor a medida que n cresce.
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Teorema Central do Limite
Master

0 Oteorema pode ser reescrito em termos da média
amostral, X, como a seguir.

0 Teorema Central do Limite (versao iid em termos da
média amostral)

o Sejam X, X,, ...., X, varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas (iid) tais que E(X) = p e VAR(X)) = ¢?,
ambas finitas. Seja X a média amostral. Entao:

7= X—u :\/ﬁ(x_ﬂj é aproximadamente N(0,1)
o

Vo?in

o Como nos outros casos, a aproximagdo melhora com o

aumento do tamanho da amostra.
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Teorema Central do Limite
Master

RiD

0 Pode-se provar que estas duas ultimas versdes
do Teorema Central do Limite séo totalmente
equivalentes.

0 Uso do teorema central do limite na pratica

0O o numero de termos na soma é relativamente grande (n
maior que 20 ou 30)

0 adistribuicdo dos X, 's é "bem comportada”, isto é, ndo
€ muito assimétrica. Se a distribuicdo de cada X; € muito
diferente de uma Normal geralmente é necessario
aumentar n para garantir uma aproximacao razoavel.
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Teorema Central do Limite
Master

RIS

0 Note que estamos definindo Y como a soma dos
Xi’'s, e o teorema central do limite € aplicado a
uma transformacao linear de Y, e ndo ao préprio
Y.

O Para que serve esta transformacéo?

0 O seu objetivo é padronizar Y, transformando-o numa
variavel aleatéria com média zero e variancia 1. Esta
nova variavel tem a "cara" de uma N(0,1).
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Teorema Central do Limite
Master

RIG

o Como transformar uma variavel aleatéria com
média p e variancia ¢ numa variavel com média 0
e variancia 1?

O Suponha que W é uma variavel aleatéria qualquer
com média E(W) = u e variancia VAR(W) = o2.

Entao:
, _W-EW)
VAR(W)

O é uma variavel com média zero e variancia 1.
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Teorema Central do Limite

O Este tipo de transformacéo foi usado para gerar
uma variavel Z com média zero e variancial a
partir da soma (ou média) de X;, X,, ..., X,.

0 Esta novavariavel Ztem, quando n (o tamanho
da amostra) é grande, aproximadamente a
densidade N(0,1).
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Teorema Central do Limite

o Exemplo

0 Uma caixa de madeira contém 250 pecas
pequenas.

0 O peso de cada peca é uma variavel aleatéria
com média 0.20 Kg e desvio padrao 0.08 kg.

0 20 caixas sao colocadas num guindaste, que tem
a capacidade de aguentar 1010 kg sem
problemas. Acima deste peso recomenda-se 0
uso de outro equipamento.

0 Qual a probabilidade da substituicéo por outro
guindaste ser necessaria?
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Teorema Central do Limite

O

Solucéao
0 Esta é uma aplicacédo tipica do teorema central do
limite.

O A distribuicdo dos pesos das pegas nao foi
especificada, sabemos apenas a sua média e
variancia.

0 O teorema central do limite pode ser usado por
gue estamos interessados no peso total, isto €,
na soma dos pesos individuais, que sao
supostos independentes e identicamente
distribuidos.
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Teorema Central do Limite

O Seja X; 0 peso em kg da i-ésima pega, ondei=1, 2,
...., 5000. Entdo Y = XX € o peso total das 20 caixas
de pecas (excluindo-se o0 peso das caixas
propriamente ditas).

a Note que E(Y) =n.(0.2) =5000(0.2) = 1000 kg e
VAR(Y) = n.(0.08)? = 5000.(0.08)? e entédo o desvio
padréo de Y é 0.08V5000 = V32 = 5.65 kg.
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Teorema Central do Limite

a Seja:
7 _ Y —5000(0.20) Y —1000

= = =0.1768(Y —1000
(0.08/5000  (0.08).+/5000 ( )

a Pelo Teorema Central do Limite, Z € aproximadamente
N(0,1). A probabilidade de interesse é:

Pr(Y >1010)=Pr(Z > 0.1768(1010 —1000)) =
=Pr(Z >1.768)=1- ®(1.768) =1-0.9615 = 0.0385 = 3.85%
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Teorema Central do Limite N
(exemplo de simulagéo) S Master

0 O Teorema Central do Limite é usado na préatica
para gerar v.a. aproximadamente Normais a partir
de v.a. Unif(0,1), conforme o algoritmo descrito a
segquir.

o Sejam Xy, X, ...., X, iid Unif(0,1). Ent&do cada X;
tem média 0.5 e variancia 1/12.

0 SejaY asomade 12 v.a. Unif(0,1). Entdo Y tem
uma distribuicdo (ndo Uniforme) com média
12(0.5) = 6 e variancia (12)*(1/12)) = 1.
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Teorema Central do Limite
(exemplo de simulacao)

o Crie uma nova variavel Z da seguinte maneira:
12
Z:(Y—G):[in—Gj
i=1

a0 Pelo CLT, avariavel Z tem aproximadamente uma
distribuicdo N(0,1).

QO Sera que isso funciona na pratica? Veremos o
resultado no Excel.
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Teorema Central do Limite

(exemplo de simulacéo) Master

O A seguir geramos 12 colunas contendo, cada uma, 50
nuameros aleatorios produzidos pelo procedimento de
geracao de numeros aleatérios existente no
suplemento “Anédlise de dados”.

O A 13a. Colunada planilha contera a soma das 12
anteriores (isto é, a variavel Y), e a 14a. Coluna sera a
variavel Z (Y padronizado).

O Se tudo der certo, o histograma de Z sera uma curva
em formato de sino, simétrica em torno de zero.

monica@ele.puc-rio.br 25

Teorema Central do Limite
(exemplo de simulacéo)
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Teorema Central do Limite
(exemplo de simulacéo)
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Teorema Central do Limite
(exemplo de simulacéo)
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de dados)
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Teorema Central do Limite m Teorema Central do Limite

Master (exemplo de simulagéao)
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Teorema Central do Limite . B‘ Teorema Central do Limite
(exemplo de simulacéo) o Master (exemplo de simulagéao)

RiD

0 O histograma néo ficou perfeito, mas ja Histograma - 500 v.a. aproximadamente N(0,1
tem uma “cara” de distribuicao Normal 7
(embora ainda um pouco assimétrico).

Q Tente repetir este exemplo gerando 500
variaveis aproximadamente Normais.
Como fica o histograma?

Frequéncia

0 No préximo grafico esta o resultado de
uma simulacao que eu fiz usando 500 v.a. B EFFELFLS TSI I F IR

Intervalo
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Teorema Central do Limite

0 O resultado do préximo exemplo pode
parecer surpreendente a primeira vista
(mas néo é, se vocé entendeu o Teorema
Central do Limite!).

a Imagine que vocé peca a 100 pessoas para
jogarem dados 5 vezes, e que elas calculem
a média nas 5 jogadas. Qual sera a “cara”
da média?

0 Como vocé ja sabe, a média é
aproximadamente Normal (pelo TCL).
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Teorema Central do Limite

0 Abaixo estao parte dos resultados de uma

simulacao...

PESSOA Jogada de 5 dados por 100 pessoas média
1 4 1 4 2 5 3.2
2 & 6 3 6 1 3.8
3 2 2 5 3 2 2.8
4 o) 2 6 6 6 5.0
5 6 1 1 2 4 2.8
6 6 1 5 2 3 3.4
7 2 5 3 2 6 3.6
8 3 1 1 3 5 2.6
9 4 3 4 6 4 4.2
10 4 1 2 5 3 3.0
11 6 6 1 6 3 4.4
12 6 3 6 2 1 3.6
13 3 4 4 4 3 3.6
14 6 6 3 1 6 4.4
15 6 6 4 2 4 4.4
16 1 4 6 6 1 3.6
17 2 6 4 5 1 3.6
18 2 2 3 2 6 3.0
19 5] 3 1 4 1 2.8
20 4 5 2 & 4 3.6
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Teorema Central do Limite

0O Se vocé fizer o histograma da coluna
marcada “Média” vocé encontrara...

Histograma

Pode-se até
argumentar que o
grafico ndo parece
“muito” Normal, mas
as observacgoes
originais (jogadas do
dado) eram
Uniformes nos
numeros 1, 2,3, 4, 5,
6, 0 que é bem
diferente disso!
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Teorema Central do Limite

0 Se vocé agora simula 10 mil pessoas
jogando dados e calculando a média, o
resultado é...

Histograma

N ST NS AT 0708 07
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Teorema Central do Limite
(para casa) =" Master

RIG

0 Um computador, ao adicionar numeros, arredonda
cada nimero para o inteiro mais préximo. Suponha
que os erros de arredondamento séo independentes e
identicamente distribuidos com densidade Uniforme
no intervalo (-0.5, +0.5).

0 Suponha que 144 nimeros sdo somados. Qual a
probabilidade de que o mdédulo da soma dos erros
ultrapasse 2?

0O Dica: Use o teorema central do limite. Qual é a média
e a variancia de cada um dos 144 erros de
arredondamento?
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Teorema Central do Limite
(para casa)

0 O saldo devedor médio dos usuarios de
um certo cartdo de crédito € uma variavel
aleatéria com média R$ 112 e desvio
padrédo R$ 56.

0 Toma-se uma amostra de 50 portadores
do cartdo. Qual a probabilidade do saldo
devedor médio na amostra estar entre R$
100 e R$ 130 ?
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Teorema Central do Limite
(para casa)

O Vocé esta encarregado da compra de champagne
para uma festa de reveillon. Sabe-se que, na média,
uma pessoa consome 360 ml de champagne, com um
desvio padrao de 90ml. Existem 50 convidados na sua
festa.

0 a) Vocé comprou 22 garrafas de champagne, cada
uma com 750 ml. Qual a probabilidade da champagne
nao ser suficiente, isto €, do consumo total exceder
as 22 garrafas?

0 b) Qual a quantidade (em ml) de champagne que vocé
deve comprar para ter certeza que o consumo total sé
vai exceder esta quantidade 5% do tempo? E 10% do
tempo?
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

0 O Teorema de DeMoivre e Laplace -
aproximacéao da Binomial pela Normal

0O Este teorema é apenas um caso particular do
teorema central do limite, pois uma variavel
aleatoria com distribuicdo Binomial pode ser
encarada como a soma de n variaveis
Bernoulli(p) independentes.

0 Naverdade, o teorema de DeMoivre e Laplace foi
formulado muito antes do teorema central do
limite.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

a A distribuicdo Binomial com parametros n e p
pode ser aproximada pela distribuicéo
Poisson quando n é grande e p € pequeno.

a A aproximacao da Binomial pela Normal
(Teorema de DeMoivre e Laplace) "funciona"
guando n € grande e p ndo € necessariamente
pequeno (por exemplo, p proximo de 1/2).
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

a O fato da distribuicdo Binomial ser
discreta e da Normal ser continua cria a
necessidade de corrigir os valores das
probabilidades encontrados via DeMoivre
e Laplace.

0 Esta correcado sera chamada de correcao
de continuidade.
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Teorema de DeMoivre e .
Laplace U Master

B 1T

a A correcéao de continuidade permite uma melhora
significativa na aproximacao dada pelo teorema
de DeMoivre e Laplace.

Q Teorema

a SejaY ~Bin(n, p) onde n é "grande" e p n&o esta
préximo de zero. Entéo:

_ Y —E(Y) _ Y —np
WAR(Y)  Jnp(t-p)

a tem aproximadamente uma distribuicao N(0,1).
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

0 Em particular, podemos calcular
probabilidades de valores especificos da
variavel Y usando a tabela da distribuicéo
Normal padréao.

O Este resultado segue diretamente do
teorema central do limite, pois Y pode ser
encarado como a soma de n variaveis
aleatorias iid, cada uma com distribuicao
Bernoulli(p).
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

a Nota

a A aproximacao Normal fornecida pelo Teorema
de DeMoivre e Laplace funcionabem se n>10e
p esta proximo de 1/2.

a Para outros valores de p € necessario aumentar o
valor de n.

a Em geral o teorema de DeMoivre e Laplace
produz resultados aceitaveis se n.p > 5 quando p
<1/2 e se n.(1-p) >5 quando p > 1/2.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

0 Exemplo

O Suponha que desejamos calcular Pr(Y <y), onde
Y ~ Bin(n, p). Como poderemos fazé-lo usando o
teorema de DeMoivre e Laplace?

Y-np_y-np y—nhp y—np
Priy < y)—Pr[ < ]—Pr(z < Jz [ ]

vhpq  +/Npq \/NPq vNPg
0 O resultado desta aproximacgao pode ser

sensivelmente melhorado com a correcéo de
continuidade indicada a seguir.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

o Correcéao de Continuidade

Quantidade desejada na Quantidade Calculada através Expresséo aproximada usando a
distribuicdo Binomial da corregdo de continuidade densidade Normal
_ 0.5-np y-05-np
Pr(Y =y) Pr(y-0.5<Y<y+0.5) a{wi] _m(ij
A/npq +/Npq
Pr(Y <y) Pr(Y <y +0.5) q{ y+0.5- np]
~vnpq
_ y—1+0‘5—np] (y—O.S—np]
Pr(Y <y)=Pr(Y<y-1 Pr(Y<y-1+0.5 [ =
(Y <y)=Pr(Y<y-1) r(y<y ) [ o Nl
PI(Y2Y) PI(Y>y-05) 17®[y—0-5—npj
~vhpq
Pr(Y >y) = Pr(Y2y+1-0.5) 17®(Y+1*0-5*HP]
7/7
Pr(Y>y+1) ~/noa
b+05-np a-05-np
Pr(a<Y<hb) Pr(a-0.5<Y<b+0.5) tb(i)—cb( j
Vhpq Vhpq
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

o Exemplo

0 Uma fébrica produz amortecedores para carros,
dos quais 20% sao defeituosos.

0 Uma amostra de 100 amortecedores é
selecionada diariamente. Seja X o nUmero de
amortecedores defeituosos na amostra.

O Calcule a probabilidade de X ser menor ou igual a
15 usando a aproximacao Normal com correcao
de continuidade.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

a Solucao

a Neste caso X ~ Bin(100, 0.2) e entdo E(X) =np =
20, VAR(X) = npqg = 20(0.8) = 16. Usando a
correcao de continuidade:

Pr{x <15)= (I{lS +Jc% np] _ @(15E20] _ q)(‘j-Sj _

=®(-1.125)=0.1292

a A aproximacao sem a correcao de continuidade
seria:

Pr(X <15)~ @(15_\/17620] = @(_75) =®(-1.25)=0.1056
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0 O valor exato desta probabilidade seria calculado
através da férmula:

Pr(X <15)= i[lioj.(o.z)*.(o.za)m“ =0.1285

x=0

0 O resultado com a correcao de continuidade é
muito mais proximo do exato do que o calculo
sem a correcao.

O A correcédo de continuidade serve para melhorar
a "performance" da aproximagao da Binomial
pela Normal.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

0 Além disso, se desejamos aproximar atraves de
DeMoivre e Laplace a probabilidade da variavel
Binomial ser igual a um nimero qualquer, isto s6
pode ser feito usando a correcao de
continuidade.

a Por que? A distribuicdo Normal é continua, e
portanto a probabilidade de qualquer valor é zero,
e assim precisamos encontrar a probabilidade de
um intervalo em torno do ponto desejado.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

o Exemplo

O Seja X ~ Bin(20, 1/2). Calcule a probabilidade dos
valores 5, 6, ...10 diretamente (usando a propria
distribuicdo Binomial) e usando a aproximagao
Normal com correcdo de continuidade. Compare
os resultados.

0 Solucéao
O O céalculo exato é dado pela formula:

o (-
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Teorema de DeMoivre e
Laplace

a O calculo aproximado com correcdo de
continuidade é:

Pr(x:X)zq)[x+5%npj_¢[x—j%npj:

a A proxima tabela compara os resultados exato e

aproximado:
X Pr(X =x) exata Pr(X =x) aproximada
5 0.01479 0.01513
6 0.03696 0.03668
7 0.07393 0.07301
8 0.12013 0.11939
9 0.16018 0.16036
10 0.17620 0.17694
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S ¥ 4
2 S
Cora o

=t/

Master

RO

a Exemplo

0 No exemplo anterior calcule Pr(5<X<9)de 3
maneiras:

o Exatamente,
0 Aproximadamente com correcgdo de continuidade,
o Aproximadamente sem correcdo de continuidade.

0 Solucao
Célculo exato

Pr(5< X <9)=Pr(X =5)+Pr(X =6) +...+ Pr(X =9) = 0.40599
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Teorema de DeMoivre e
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a Aproximacao com correcdo de continuidade

Pr(5< X <9)~Pr(45< X <9.5)= @[9'5_ ”p]—®[4'5_”p] =

Vnpg npg
9.5-10) (4.5-10
= ~® =0.41153 - 0.00695 = 0.40458
[ J5 J ( V5 j

a Aproximacdo sem correcdo de continuidade

Pr(5< X 59):q>[9_”p]—q>[5‘”pJ:

Vnpq Vnpq
9-10 5-10
o = |- —0.32736 - 0.01267 = 0.31469
[ V5 j [ V5 j

0 Que é um resultado bem pior que a aproximacéao

com correcao de continuidade.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace (para casa)

O A probabilidade de uma pessoa com mais de 65
anos pegar uma gripe no outono € 75%. Toma-se
uma amostra de 60 pessoas na "3a. idade" e seja
X 0 numero destas pessoas com gripe na
amostra. Calcule as seguintes probabilidades:

o Pr{X = 40} aproximadamente pelo teorema de DeMoivre
e Laplace com correcédo de continuidade.

0 Pr{X > 40} exatamente (s6 se vocé tiver acesso a um
computador, pois do contrario sera bastante
trabalhoso!)

o Pr{45 < X £ 50} aproximadamente pelo teorema de
DeMoivre e Laplace com corregao de continuidade.
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Teorema de DeMoivre e
Laplace (para casa)

a SejaY ~Bin(12, 1/2).
a Calcule Pr(Y 2 9) exatamente.

a Calcule Pr(Y = 9) aproximadamente pelo teorema
de DeMoivre e Laplace com correcao de
continuidade.

a Calcule Pr(Y = 7) exatamente.

a Calcule Pr(Y= 7) aproximadamente pelo teorema
de DeMoivre e Laplace com correcao de
continuidade.
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