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Série TemporalSSéérie Temporalrie Temporal

Conjunto de observaConjunto de observaçções ordenadas no ões ordenadas no 
tempo.tempo.

yy11, y, y22, ..., y, ..., ynn –– onde yonde ytt éé a carga no a carga no 
instante t.instante t.

Existe dependência entre as cargas de Existe dependência entre as cargas de 
diversos instantes. diversos instantes. 
Isto nos permite usar cargas passadas Isto nos permite usar cargas passadas 
para prever a carga futura.para prever a carga futura.
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ModeloModeloModelo

ÉÉ uma representauma representaçção simplificada da ão simplificada da 
realidade.realidade.

Por exemplo, você observa duas Por exemplo, você observa duas 
varivariááveis X e Y e faz um grveis X e Y e faz um grááfico dos n fico dos n 
pontos (xpontos (x11,y,y11), x), x22,y,y22), ...(x), ...(xnn,y,ynn).  O ).  O 
grgrááfico tem a fico tem a ““caracara””::
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ModeloModelo

Análise da Regressão - Vendas versus Número Clientes

y = 0.0087x + 2.423
R2 = 0.9119
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Modelo LinearModelo LinearModelo Linear

Nesse exemplo a relaNesse exemplo a relaçção entre X e Y ão entre X e Y éé, , 
como o grcomo o grááfico revela, aproximadamente fico revela, aproximadamente 
linear.linear.

Nosso objetivo: achar reta que relaciona Y Nosso objetivo: achar reta que relaciona Y 
e X. Qual reta? Como encontre X. Qual reta? Como encontráá--la?la?

O mO méétodo tradicional todo tradicional éé chamado de chamado de 
mmíínimos quadrados.nimos quadrados.
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Modelo LinearModelo Linear

MMéétodo de Mtodo de Míínimos Quadradosnimos Quadrados
Como funciona? O objetivo Como funciona? O objetivo éé minimizar minimizar 
a soma dos quadrados dos a soma dos quadrados dos ““erroserros””
(res(resííduos).duos).
Que Que ““erroserros”” são esses?são esses?
Para cada ponto, o resPara cada ponto, o resííduo duo éé o valor real o valor real 
menos o valor previsto pela reta.menos o valor previsto pela reta.
PodePode--se notar que o resse notar que o resííduo vai duo vai 
depender de qual reta foi ajustada. depender de qual reta foi ajustada. 

monica@mbarros.com 8

Modelo LinearModelo Linear

Por exemplo, se ajustamos a reta y = 3 + Por exemplo, se ajustamos a reta y = 3 + 
2x, se o valor de x2x, se o valor de xii éé 2, então y2, então yii ajustado ajustado 
pela reat igual a  7. Se agora a reta pela reat igual a  7. Se agora a reta éé y = 4 y = 4 
+ 2x, para x+ 2x, para xii =  2 temos o y=  2 temos o yii ajustado pela ajustado pela 
reta igual a 8.reta igual a 8.

Imagine que o valor real de yImagine que o valor real de yii seja 8.5 seja 8.5 
quando xquando xii éé 2. Então, o res2. Então, o resííduo gerado pela duo gerado pela 
reta 3 + 2x reta 3 + 2x éé 8.5 8.5 –– 7 = 1.5 e pela reta 4+2x 7 = 1.5 e pela reta 4+2x 
éé 8.5 8.5 –– 8 = 8. 8 = 8. 
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Modelo LinearModelo Linear

Então, no que diz respeito a esse ponto (xEntão, no que diz respeito a esse ponto (xii
=2), a reta 4 + 2x foi melhor que a reta 3 =2), a reta 4 + 2x foi melhor que a reta 3 
+2x pois gerou um res+2x pois gerou um resííduo menor.duo menor.

Em geral, dados n  pares de pontos (xEm geral, dados n  pares de pontos (x11,y,y11), ), 
xx22,y,y22), ...(x), ...(xnn,y,ynn), você pode ajustar uma ), você pode ajustar uma 
reta y =breta y =b00 + b+ b11.x a todos os pares. .x a todos os pares. 
Note que os coeficientes bNote que os coeficientes b00 e be b11 são os são os 
mesmos para todos os pares de pontos.mesmos para todos os pares de pontos.
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Modelo LinearModelo Linear

O O resresííduoduo do ido i--éésimo par simo par éé::

O mO méétodo de mtodo de míínimos quadrados nimos quadrados 
procura obter a reta (ou seja, os procura obter a reta (ou seja, os 
coeficientes bcoeficientes b00 e be b11) tais que a soma ) tais que a soma 
dos quadrados dos resdos quadrados dos resííduos seja duos seja 
minimizada.minimizada.

iiiii previstorealyye −=−= ˆˆ
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Modelo LinearModelo Linear

MMéétodo de Mtodo de Míínimos Quadradosnimos Quadrados
Ache bAche b00 e be b1 1 tais que a expressão:tais que a expressão:

seja minimizada. seja minimizada. 
Esta soma acima Esta soma acima éé chamada de Soma chamada de Soma 
dos Quadrados dos Resdos Quadrados dos Resííduos (duos (ààs s 
vezes, Soma dos Quadrados dos vezes, Soma dos Quadrados dos 
Erros).Erros).
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Modelo LinearModelo Linear

Erro versus ResErro versus Resííduoduo
ErroErro = vari= variáável aleatvel aleatóória ria não observnão observáávelvel, , 
com mcom méédia zero e variância constante dia zero e variância constante σσ22..

ResResííduo duo = estimador (= estimador (““chutechute””) para o erro. ) para o erro. 
ÉÉ observobserváávelvel, calculado como valor real , calculado como valor real ––
valor previsto pelo modelo.valor previsto pelo modelo.
Isso causa alguma confusão, pois Isso causa alguma confusão, pois ààs vezes s vezes 
a gente chama de a gente chama de ““erroerro”” o que o que éé, na , na 
verdade, o verdade, o ““resresííduoduo””..
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Modelo LinearModelo LinearModelo Linear

O modelo linear O modelo linear éé::
yyi i =b=b00+ b+ b11xxii + e+ ei  i  para i =1, 2, ..., npara i =1, 2, ..., n

Onde eOnde eii éé o erro, uma vario erro, uma variáável com vel com 
mméédia 0 e variância constante dia 0 e variância constante σσ22..

Os parâmetros do modelo são bOs parâmetros do modelo são b00, b, b11 e e 
σσ22, são constantes desconhecidas que , são constantes desconhecidas que 
devem ser estimadas.devem ser estimadas.
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Modelo AR(1)Modelo AR(1)Modelo AR(1)

Parâmetro = tudo que precisa ser Parâmetro = tudo que precisa ser 
estimado para especificar completamente estimado para especificar completamente 
o modelo.o modelo.

Modelo AR(1)Modelo AR(1)
AR(1) = autoregressivo de ordem 1AR(1) = autoregressivo de ordem 1

yytt = = φφ y y tt--11 + e+ ett
yytt = carga no mês t= carga no mês t
YYtt--11 = carga no mês t= carga no mês t--11
eett = erro no mês t= erro no mês t
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Modelo AR(1)Modelo AR(1)Modelo AR(1)

Parâmetros: Parâmetros: ϕϕ, , σσ22 (variância do erro)(variância do erro)

Caso Particular:Caso Particular: Passeio AleatPasseio Aleatóório rio 
(Random Walk)(Random Walk)
AR(1) com AR(1) com ϕϕ =1  =1  ⇒⇒ yytt = y= ytt--1 1 + e+ ett

Uso: mercado de aUso: mercado de aççõesões
Na mNa méédia, predia, preçço da ao da açção hoje = ão hoje = 
prepreçço da ao da açção ontem (não ajuda ão ontem (não ajuda 
muito para ganhar dinheiro!!)muito para ganhar dinheiro!!)

monica@mbarros.com 16

RandomRandom WalkWalk

O grO grááfico a seguir mostra um exemplo de fico a seguir mostra um exemplo de 
um passeio aleatum passeio aleatóório em que yrio em que y00 = 100  e os = 100  e os 
erros são Normais com merros são Normais com méédia zero e dia zero e 
desvio padrão 2.desvio padrão 2.

Foram geradas 500 observaForam geradas 500 observaçções.ões.

Você poderia confundir o grVocê poderia confundir o grááfico com a da fico com a da 
evoluevoluçção do preão do preçço de uma ao de uma açção no tempo, ão no tempo, 
não não éé mesmo?mesmo?
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RandomRandom WalkWalk

Gráfico de uma "Random Walk"
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Modelo AR(1)Modelo AR(1)Modelo AR(1)

Exemplo Exemplo –– efeito de efeito de σσ22

yytt = 1.05.y= 1.05.ytt--1 1 + e+ ett

Carga do mês t  = 105% da carga do Carga do mês t  = 105% da carga do 
mês tmês t--1 + erro.1 + erro.
Suponha que ySuponha que ytt--1 1 = 100.= 100.

a)a) VAR(eVAR(ett) = 1) = 1
b)b) VAR(eVAR(ett) = 100) = 100

Por exemplo, se fosse possPor exemplo, se fosse possíível observar vel observar 
o erro podero erro poderííamos encontrar algo como:amos encontrar algo como:
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Modelo AR(1)Modelo AR(1)Modelo AR(1)

a)a) eett = 1.05 = 1.05 –– valor pequeno pois foi valor pequeno pois foi 
““tiradotirado”” de uma distribuide uma distribuiçção de prob. ão de prob. 
com mcom méédia 0 e variância 1.dia 0 e variância 1.

b)b) eett = 10.32 = 10.32 –– valor grande porque a valor grande porque a 
distribuidistribuiçção de prob. tem variância ão de prob. tem variância 
““grandegrande”” (100).(100).

Resultados:Resultados:
a)a) yytt = 105 + 1.05 = 106.05= 105 + 1.05 = 106.05
b)b) yytt = 105 + 10.32 = 115.32= 105 + 10.32 = 115.32
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Modelo AR(2)Modelo AR(2)Modelo AR(2)

yytt = = φφ11 yytt--11 + + φφ22 yytt--22 + e+ ett

Onde:Onde:
eet  = t  = erro no instante t com merro no instante t com méédia 0 e dia 0 e 
variância variância σσ 2 2 

yytt = carga no instante t= carga no instante t
yytt--1 = 1 = carga no instante tcarga no instante t--11
yytt--2 = 2 = carga no instante tcarga no instante t--22

Parâmetros: Parâmetros: φφ11, , φφ22 e e σσ22 ..
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Modelo AR(p)Modelo AR(p)Modelo AR(p)

Modelo Autoregressivo de ordem pModelo Autoregressivo de ordem p
yytt = = φφ11 yytt--11 + + φφ22 yytt--22 + + …….. + .. + φφpp yytt--pp+  e+  ett

A carga deste mês depende das A carga deste mês depende das 
cargas dos p cargas dos p úúltimos meses. ltimos meses. 
Existem p + 1 parâmetros a serem Existem p + 1 parâmetros a serem 
estimados: os estimados: os φ´φ´s e a variância do s e a variância do 
erro.erro.
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Modelo PAR(p)Modelo PAR(p)Modelo PAR(p)

PAR(p)  = Modelo Autoregressivo PAR(p)  = Modelo Autoregressivo 
PeriPerióódico de ordem p.dico de ordem p.

Contexto: NewaveContexto: Newave
Modelos para previsão de vazões. Modelos para previsão de vazões. 
Um modelo AR diferente para cada Um modelo AR diferente para cada 
mês. Restrimês. Restriçção do Newave ão do Newave -- p p 
mmááximo = 6 meses. (p = ordem do ximo = 6 meses. (p = ordem do 
modelo).modelo).
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Modelo de Séries TemporaisModelo de SModelo de Sééries Temporaisries Temporais

ResResííduo no instante t:duo no instante t:
êêtt = real = real –– previsto no instante tprevisto no instante t

Por exemplo, para dez/06, Por exemplo, para dez/06, éé o real de dezembro de o real de dezembro de 
2006 menos o valor previsto para o mesmo mês. 2006 menos o valor previsto para o mesmo mês. 
SSóó vai poder ser calculado quando o valor real de vai poder ser calculado quando o valor real de 
12/2006 estiver dispon12/2006 estiver disponíível!vel!

série yt Modelo

previsao ^yt

resíduo  yt - ^yt
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Modelo de Séries TemporaisModelo de SModelo de Sééries Temporaisries Temporais

Mas posso olhar para os resMas posso olhar para os resííduos duos ““in samplein sample””
(dentro da amostra) no per(dentro da amostra) no perííodo em que o odo em que o 
modelo foi ajustado.modelo foi ajustado.

Por exemplo, suponha que o modelo foi Por exemplo, suponha que o modelo foi 
ajustado no perajustado no perííodo jan/03 a abr/06. Neste odo jan/03 a abr/06. Neste 
perperííodo todo posso fazer a comparaodo todo posso fazer a comparaççao entre ao entre 
o valor real e o ajustado pelo modelo (o valor real e o ajustado pelo modelo (““fitted fitted 
valuevalue””), calculando o res), calculando o resííduo a cada instante.duo a cada instante.

Um exemplo estUm exemplo estáá na prna próóxima figura.xima figura.
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Modelo de SModelo de Sééries Temporaisries Temporais

O grO grááfico a seguir mostra uma sfico a seguir mostra uma séérie de carga real rie de carga real 
(em preto) e ajustada por um modelo (em (em preto) e ajustada por um modelo (em 
vermelho).vermelho).

Legend C_TOTAL
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Modelo de Séries TemporaisModelo de SModelo de Sééries Temporaisries Temporais
PerPerííodo de ajuste (in sample)odo de ajuste (in sample)
PerPerííodo de previsão (out of sample)odo de previsão (out of sample)
No grNo grááfico anterior, o perfico anterior, o perííodo de ajuste vai de odo de ajuste vai de 
janeiro de 1994 a dezembro de 2005, e o perjaneiro de 1994 a dezembro de 2005, e o perííodo odo 
de previsão de previsão éé o ano de 2006.o ano de 2006.

y 
 
 

 
                                                                                             tempo 
  
             Período de ajuste           Período de Previsão 

12/05

Observado 
em 2006 
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Modelo de Séries TemporaisModelo de SModelo de Sééries Temporaisries Temporais

Você ajustaria o seguinte modelo: Você ajustaria o seguinte modelo: 
In sample = 12 meses, In sample = 12 meses, 
Out of sample = 24 meses?Out of sample = 24 meses?

Não! E o contrNão! E o contráário? Sim, desde que a srio? Sim, desde que a séérie rie 
não fosse muito mal comportada. não fosse muito mal comportada. 
Em resumo Em resumo –– previsão de sprevisão de sééries temporais ries temporais 
não não éé futurologia! Você precisa de dados futurologia! Você precisa de dados 
passados para fazer previsão!passados para fazer previsão!
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

EstatEstatíística de stica de ““erroserros”” (res(resííduos)duos)

MAPE = erro absoluto mMAPE = erro absoluto méédio percentualdio percentual
““erroerro”” percentual no instante i:percentual no instante i:

(yi (yi -- ^yi)/ yi^yi)/ yi
““erroerro”” percentual absoluto no instante i:percentual absoluto no instante i:

|yi |yi -- ^yi/ yi |^yi/ yi |

Mês Real Previsto Resíduo
1 y1 ^y1 ê1 = y1 - ^y1
2 y2 ^y2 ê2 = y2 - ^y2
... ... ... ...
n yn ^yn ên = yn - ^yn



monica@mbarros.com 29

Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””
““ErroErro”” absoluto percentual absoluto no absoluto percentual absoluto no 
instante i:instante i:

|(yi |(yi -- ^yi)/ yi| = |(real ^yi)/ yi| = |(real –– previsto)/real|previsto)/real|

MAPE = mMAPE = méédia destes erros absolutos dia destes erros absolutos 
percentuaispercentuais

Vantagem: fVantagem: fáácil de entender cil de entender -- a escala a escala éé %%
Desvantagem: Se o valor real Desvantagem: Se o valor real éé pequeno, pequeno, 
qualquer discrepância na previsão faz o MAPE qualquer discrepância na previsão faz o MAPE 
““explodirexplodir””..
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

MAD = mean absolute deviation = desvio MAD = mean absolute deviation = desvio 
absoluto mabsoluto méédiodio

O MAD estO MAD estáá nas mesmas unidades que a nas mesmas unidades que a 
sua ssua séérie.rie.
Por que o mPor que o móódulo?dulo?
Para evitar soma = 0 quando um erro Para evitar soma = 0 quando um erro éé
grande e positivo e outro grande e positivo e outro éé grande e grande e 
negativo!negativo!

1 1

1 1ˆ
n n

i i i i
i i

MAD y y real previsto
n n= =

= − = −∑ ∑
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

EQM = erro quadrEQM = erro quadráático mtico méédiodio

RMSE = root meam squared erro = raiz do RMSE = root meam squared erro = raiz do 
EQMEQM

Vantagem sobre EQM => mesma escala Vantagem sobre EQM => mesma escala 
que os dados.que os dados.
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

Erro Erro ““puropuro””: : 

Vantagem: mesma escala que os dados.Vantagem: mesma escala que os dados.
Desvantagem: não dDesvantagem: não dáá para sair somando!para sair somando!
Se você fizer isso corre o risco de achar Se você fizer isso corre o risco de achar 
que seu modelo que seu modelo éé bom quando não bom quando não éé, pois , pois 
erros de sinais opostos poderão se erros de sinais opostos poderão se 
cancelar.cancelar.

iii yye ˆ−=
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

O que fazer com tudo isso isso?O que fazer com tudo isso isso?
O que O que éé desejdesejáável? Se o modelo vel? Se o modelo éé bom, bom, 
resresííduo não tem padrão, não tem estrutura.duo não tem padrão, não tem estrutura.

FaFaçça gra grááficos dos resficos dos resííduos duos ““purospuros”” ou MAPE, ou MAPE, 
ou MAD ou EQM, ou RMSE.ou MAD ou EQM, ou RMSE.
Que tipo de grQue tipo de grááficos?ficos?

Por exemplo, grPor exemplo, grááfico dos fico dos ““erroserros”” ao longo do ao longo do 
tempo. Serve para responder como o seu modelo tempo. Serve para responder como o seu modelo 
se comportou no se comportou no ““in samplein sample”” e verificar a e verificar a 
existência de possexistência de possííveis padrões.veis padrões.
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EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

       
Resíduo                                      

 

tempo

Isto Isto éé tudo tudo 
que eu não que eu não 
quero.quero.

Por que?Por que?
ResResííduo com duo com 

um padrão claro.um padrão claro.
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EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

 

 

Resíduo 

tempo 

Também não quero 
um padrão desses –
todos os resíduos 
são negativos, 
indicando que a 
minha previsão 
esteve sempre 
ACIMA do real
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EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

GrGrááfico dos fico dos ““erroserros”” versus o versus o 
horizonte de previsão. horizonte de previsão. 

Serve para responder se as previsões se Serve para responder se as previsões se 
deterioram rdeterioram ráápido ou não.pido ou não.

 
y 
 
 

 
                                                                                             x 
 

ok 

Out of sample

Previsto
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Estatísticas de “Erros”EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

GrGrááfico da Autocorrelafico da Autocorrelaçção dos errosão dos erros
CorrelaCorrelaçção entre os erros em diversos ão entre os erros em diversos 
instantesinstantes
ACF = autocorrelation functionACF = autocorrelation function
GrGrááfico da ACF versus lag (defasagem) fico da ACF versus lag (defasagem) éé
tambtambéém chamado de correlograma.m chamado de correlograma.

O que você não quer?O que você não quer?
Que exista correlaQue exista correlaçção entre resão entre resííduos em duos em 
instantes diferentes.instantes diferentes.
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EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

Por que você não quer que o grPor que você não quer que o grááfico da fico da 
ACF dos resACF dos resííduos mostre padrões?duos mostre padrões?

Porque se existe dependência temporal Porque se existe dependência temporal 
na sna séérie, toda esta dependência teria que rie, toda esta dependência teria que 
ser, idealmente, capturada pelo modelo, ser, idealmente, capturada pelo modelo, 
não deveria ter sobrado nada nos não deveria ter sobrado nada nos 
resresííduos! duos! 
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Casos comuns...Casos comuns...

AtenAtençção: A autocorrelaão: A autocorrelaçção ão éé sempre um sempre um 
nnúúmero entre mero entre ––1 e +11 e +1

No grNo grááfico anterior:fico anterior:
ResResííduo grande e positivo no instante t leva a duo grande e positivo no instante t leva a 
um resum resííduo grande e positivo no instante t+1duo grande e positivo no instante t+1

 
 

Resíduos do instante t depende
do resíduo do instante t-1 

lag (defasagem) 

1
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Outros Padrões:Outros Padrões:

ResResííduos nos instantes t e tduos nos instantes t e t--12 têm 12 têm 
dependência.dependência.

ACF 

 12

 

12

ACF 
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Pode-se argumentar que talvez tenha 
“sobrado” alguma autocorrelação nos 
resíduos nos lags 4 e 16, após o ajuste 
do modelo. 
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monica@mbarros.com 43

EstatEstatíísticas de sticas de ““ErrosErros””

Neste caso, e sabendo que os dados Neste caso, e sabendo que os dados 
são mensais, certamente são mensais, certamente 
esquecemos de esquecemos de ““algoalgo”” na concepna concepçção ão 
do modelo. do modelo. 
Note as fortNote as fortííssimas autocorrelassimas autocorrelaçções ões 
dos erros.dos erros.
Certamente Certamente ““sobrousobrou”” estrutura nos estrutura nos 
erros erros –– isso não isso não éé bom.bom.
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Outros Padrões:Outros Padrões:

ResResííduos nos instantes t e tduos nos instantes t e t--12 têm 12 têm 
dependência.dependência.

ACF 

 12

 

12

ACF 
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Em resumo...Em resumo...
Se o modelo Se o modelo éé bom o rubom o ruíído do éé branco, branco, 
o reso resííduo não tem estrutura. duo não tem estrutura. 
Se houver padrões no resSe houver padrões no resííduo fique duo fique 
esperto!esperto!


