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Programa do Curso
barros barros

O Estatistica Descritiva (média, variancia,
desvio-padréo, covariancia, correlacao,
graficos)

a Calculo de Probabilidade (axiomas,
probabilidade condicional e teorema de
Bayes)

O Variaveis Aleatorias (discretas e continuas)

0 Modelos Probabilisticos (densidades
discretas e continuas e funcéo de
distribuicéo)

a Introducéo a Teoria de Estimacao e Deciséo
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Testes de Hipoteses




Testes de Hipoteses
barros

a Objetivo geral

O Inferir sobre os parametros desconhecidos de
uma populacdo usando uma amostra (de
tamanho possivelmente reduzido).

O Testar hipbéteses € um problema que envolve
atomada de uma decisdo. Eventualmente,
apos “recolhermos” (ou processarmos) a
informagédo contida numa amostra, devemos
chegar a uma concluséo sobre parametros nao
observaveis relacionados a populacdo que
gerou aquela amostra.
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Testes de Hipoteses
barros

0 Qual o teste ideal?

0 E aquele que sempre toma a deciséo correta. E
claro que isso € uma abstracéo, e ndo existe
na realidade.

0 Na pratica ...

a Procuraremos limitar a probabilidade de um
certo tipo de erro, mas nao se pode descarta-
lo totalmente.
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Testes de Hipoteses
barros

0 O Teste de HipoOteses é um procedimento em que
procuramos testar uma hipotese inicial contra
uma alternativa.

a A primeira hipotese (hipotese inicial) é
denominada hipotese nula e representada por H,.

a A segunda hipdtese é chamada hipotese
alternativa e representada por H, ou H,.

a Em geral a hipotese alternativa representa uma
conjectura nova a ser testada, e a hipdtese nula
representa a situacdo usual, o "status quo".
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Testes de Hipoteses
barros

a A partir dos dados observados, como podemos
decidir sobre qual hipétese (nula ou alternativa)
deverd ser rejeitada?

O A rejeicdo da hipétese nulaimplica na aceitacao
da hipo6tese alternativa e vice-versa.

0 Nao é possivel aceitar (ou rejeitar) ambas as
hipoteses simultaneamente.
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Testes de Hipoteses
barros

a O que é um teste de hipoteses?

o E qualquer regra usada para nos levar a
decisédo sobre qual hip6tese devemos aceitar.

o Podemos criar um namero infinito de testes
de hipoteses, o problema é identificar quais
sdo os bons testes, e tentar obter um
"algoritmo" para criar bons testes em diversas
situacgdes.

0 Agui estaremos concentrados em obter testes de
hipdteses para a média de distribuicdes.
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Construcdo de um Teste de
Hipoteses barros

a Teste

0O Rejeitar H, se T(x), uma fungéo apropriada
dos X;s da amostra, esta numa regiéo
especificada R.

a Do contrério, se T(x) néo esta naregiao R, ndo
rejeitamos a hipoétese nula.

O Aregido R é chamada de regido de rejeicao ou
regido critica.
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Errosdo Tipo l e ll
barros

a A partir do que foi observado na amostra
podemos tomar a decisédo de aceitar ou rejeitar
H, e esta decis&o ndo é necessariamente
correta, como mostra a tabela a seguir.

Decisdo tomada —> Aceitar Hy (Rejeitar H)| Rejeitar Hy (Aceitar Hp)
Estado da realidade

Ho € verdadeira DECISAO CORRETA Erro do tipo | (o)

(Hq é falsa)

Hj é verdadeira Erro do tipo Il (B) DECISAO CORRETA
(Ho é falsa)
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Erros do Tipo l e ll
barros

a A eficiéncia do teste pode ser medida através
das probabilidades dos erros de tipo | e Il

0 Idealmente gostariamos que a probabilidade de
incorrermos em qualquer tipo de erro fosse
zero, mas isto ndo é possivel .

a Para um tamanho de amostra fixo também né&o é
possivel fixarmos ambos os erros de tipo | e Il
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Erros do Tipo l e ll
barros

0 o = Probabilidade de erro do tipo |
0 a = Pr{ rejeitar Hy | H, € verdadeira }
0o = Pr{ T(x) naregiéo critica | H, é verdadeira }
0o é chamado de tamanho do teste ou nivel de
significancia do teste.

QO B = Probabilidade de erro do tipo Il
a p = Pr{ aceitar Hy | H, é falsa }
o p = Pr{ T(x) fora da regiao critica| H, € falsa }

Poténcia de um Teste
barros

0 Poténcia do teste (ou poder do teste)
0 1- B = 1- Probabilidade de erro do tipo Il
o 1- B = Pr{ rejeitar Hy | H, € falsa }

0 Ou seja, a poténcia do teste é a
probabilidade de uma deciséo correta!

0 Idealmente, a poténcia de um teste seria
sempre alta, mas isso ndo € sempre
verdade.
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~ A Funcédo Caracteristica de |
Funcao Poténcia | ~ |
barros Operacéo (OCC) barros

a Define-se a funcéo poténcia como:
a K(0) = Pr{ rejeitar H, | o valor do parametro é 6}

0 O que éuma “boa” funcéo poténcia?

O Se 0 esta naregido da hipdtese nula, a funcéo
poténcia deve ser pequena (pois ndo queremos
rejeitar Hy quando ela é verdadeira). Ao contrario,
se 0 estiver na regido onde a hipGtese alternativa
€ valida, gostariamos que a funcéo poténcia
fosse alta.
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0 E definida como:
o J(@) = 1-K(0)=Pr{ aceitar H, | o valor do
parametro € 0}

0 Note que, ambas K(B) e J(0) séo probabilidades, e
portanto limitadas ao intervalo [0,1].

O A OCC é muito utilizada em Controle de
Qualidade, mas né&o falaremos mais dela aqui
neste curso.
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Testes de Hipoteses - intuicao Testes de Hipoéteses - intuicao
barros barros

0 Suponha que temos uma amostra de tamanho 25 0 Devemos rejeitar H, se X é grande.
de uma Normal com variancia conhecida 100 e

desejamos testar as seguintes hipoteses:
Ho:u=2 RI{)?ZK}
H ipu>2

0 Ou seja, aregido criticatem a forma:

0 O que anossa intuicdo nos diz? A média amostral, X , é

0 A questdo que surge agora é: como escolher
um bom estimador de p, e portanto deve trazer evidéncia q q 9 9

sobre qual hipo6tese (H, ou H,) é verdadeira. Imagine que a constante k? Uma possibilidade € arbitrar

observamos ¥ = 50000. Dados os parametros (n =25 e 0 maximo erro do tipo [, ou seja, a maior

variancia 100), este parece um nimero bem exagerado, e T . -

entdo H, deve ser falsa. Logo, a nossa intui¢do parece probabll'ldade de rejeltar HO quando HO €

apontar para a seguinte regra de decis&o: verdadeira.
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Testes de Hipoteses - intuicao Testes de Hipoteses - intuicao
barros barros

o Vamos ver a funcdo poténcia em cada um dos casos anteriores
0 Mas, esta probabilidade pode ser escrita em

Funcdes Poténcia para Diversos Valores de Alfa

termos da funcéo poténcia. Suponha que
FIXAMOS a, a probabilidade do erro do tipo |, isto
é: a =Pr{Rejeitar Ho[H, é Verdadeiro} = s0%
- X -2 k-2 o
=PriX>kju=2;=P > =
K 2ku=2] r{«/100/25 «/100/25} oo
:l_(D(k;zj 50%
2 40%
0 Por exemplo:
o K Z ([@aN©.1) o k na tabela ao lado
1% 6.65 2.33 A i 1o
- € o valor a partir do .
10% 4.56 1.28 qual reJelta—Se a B I I I I R N
hlpétese nula ‘—k(mu)'alla:ﬂ/n —k(mu) - alfa = 5% ===k (mu) - alfa = 10%
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Testes de Hipoteses - intuicao
barros

O Conclusdes

0O Se a € muito pequeno (erro do tipo | muito
pequeno, p.ex., 1%), aregido de rejeicao
“exige” um valor de k muito grande para
rejeitar a hipdtese nula neste caso, e a
funcédo poténcia “demora muito” a
crescer.

0 A medida que passamos a aceitar erros do
tipo | maiores (por ex, 5% ou 10%, a
funcédo poténcia ja comeca arejeitar a
hipétese nula “com mais facilidade”, pois
0 valor de k dindfaginbarros.com 21

Testes de Hipoéteses - intuicao
barros

o Conclusoes

O A titulo de exemplo, se o valor de p fosse
5 (e a hipotese nula decididamente falsa!),
as probabilidades de rejeicdo usando as
funcdes poténcia do exemplo seriam
20.4%,44.8% e 58.7% respectivamente.
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

a E agora, o que acontece se estendemos 0 N0OSSO
teste de hipotese para:

Hy: <2
H iu>2
O A resposta é: basicamente nada! Por que?

a Considere a fungéo poténcia para valores de p
dentro da hip6tese nula — estes valores estarao
abaixo do a especificado.

a O proximo grafico mostra esta idéia para a
funcéo poténcia com k =5.29 (isto é, a. = 5%)
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

Funcéo Poténcia com alfa = 5%

100.0%
95.0% o~
90.0%
85.0%
80.0%
75.0%
70.0%

65.0%
60.0%
55.0%
50.0%
4500 1 Apartir deste ponto a hipotese nula

40.0% comega a ser falsa - logo, alfa = 5%
€ 0 MAIOR erro do tipo | cometido
35.0% quando a hipétese nula é
30.0% 1
25.0%
20.0%

15.0% I /
10.0%
5.0%
T B e e e e

0.0%

verdadeira
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

QO Generalizacao

0 Suponha que desejamos testar as seguintes
hipoteses:
Ho:u < g
Hytu > g
a O teste tem exatamente a forma descrita antes,
em que aregido de rejeicdo é:

R={X >k}
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

a Como escolher k?

a Atraveés do erro do tipo | (a), previamente
especificado, que leva as seguintes
“receitas de bolo”:

0 Rejeitar H, se:

)?—/10 NG o ;
>2, < X >y +2,— o conhecido
o/n Jn
o desconhecido e usando a
X — 11, hip6tese de uma amostra

— S
>z, < X>u,+2,—= grande, o que possibilita o
s/\n Vn uso da Normal
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

0 O nivel de significancia de um teste (a) €
definido como a maior probabilidade de
rejeicdo de H, quando H, é verdadeira.

a Ou seja, o nivel de significancia € o maior
erro do tipo | cometido pelo teste.

a No exemplo anterior, a € apenas o valor
da funcéo poténciaem p = 2.
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

0 Suponha que agora desejamos testar as
seguintes hipodteses:
Ho i p = 1,
Hytp <y
0 Pelos mesmos argumentos que no teste anterior,

faz sentido rejeitar a hip6tese nula quando a
média amostral for “pequena”.

0 O que éum valor “pequeno”? Vai depender do
nivel de significancia especificado para o teste,
ou seja, do erro maximo do tipo I.
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Testes de Hipoteses uni-caudais

barros

0 “Receita de Bolo”
0 Rejeitar H, se:

X _

Ho o i

2 v 7. e X <u,-1,.—— oconhecido

U/‘\/F a IuO a \/F

X — Mo o X <u,-2,—— odesconhecido
s/~/n n

Q Estes testes sdo validos para amostras Normais com variancia
conhecida ou para amostras ndo necessariamente Normais de
tamanho GRANDE e o desconhecido. Note que estamos usando
z, que € um ponto obtido da tabela N(0,1).
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Testes de Hipoteses uni-caudais
barros

0 Exemplo

0 Uma empresa produz café em p6é em embalagens de
1 kg. O gerente de producédo deseja saber se as
embalagens realmente possuem em média 1 kg do
produto e decidiu realizar um teste.

0 Ele retirou uma amostra de 50 embalagens e obteve
uma um peso médio de 0,985 kg de produto.

o Informagdes anteriores a respeito da quantidade de
produto por embalagem indicaram um desvio-
padréo de 0,075 kg. O gerente deseja saber, com um
nivel de significancia de 1% se o conteudo de cada
embalagem é de, no minimo, 1 kg.
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Teste de Hipdteses uni-caudais
barros

0 Solucgdo: As hipoteses nula e alternativa para o
teste séo:

H,:p<l

» Para a = 1%, o valor de z, é (a partir da tabela
normal) de 2.33. A regiédo de rejeicao é:

. — o - 0.075
Rejeitar H,se X <pu,—7,.— < X <1-2.33——=0.975
] 0 Ho— <, \/ﬁ \/%

» Como a média amostral (0,985) nao € menor que
0.975, a hipo6tese nula néao pode ser rejeitada.

» Se o nado fosse conhecido, deveriamos utilizar o
desvio-padrao da amostra s.
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Teste de Hipoteses uni-caudais
barros

0 A regido critica do teste anterior é:
Rejeitar H, se X <0.975

a A funcao poténcia deste teste € entédo:
K ()= Pr(Rejeitar Hy|a média é )=

— Pr(X <0.975|)= Pr[\@[x_#J < \/%(0975‘”)) _

0.075 0.075

ez 25t - of o 2G5 o (25w

=1(94.28(0.975— 1))
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Teste de Hipdteses uni-caudais &

0 Pela magnitude dos nameros envolvidos (tamanho da amostra
grande e desvio padrdo pequeno) € intuitivo perceber que
qualquer pequena variagcdo na média amostral levara a grandes
oscilagdes da funcgao poténcia, o que pode ser confirmado no
préximo gréfico.

Fungao Poténcia - Alfa = 1%

Tt

A\

m 8 K
»»»»»»»»»»»»»
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Valor de p (“p value”) &

O Muitos softwares estatisticos calculam e exibem o
“p-value”, que é a probabilidade de que a estatistica
de teste tenha valor pelo menos tdo extremo (muito
grande ou muito pequeno) quanto o valor
encontrado na amostra.

a O “valor-p” (p-value) indica o menor nivel de
significancia que levaria a rejeicdo da hipotese nula.

a Por exemplo, se o p-value é 0.04, a hipotese H, seria
rejeitada com nivel 5%, mas ndo com nivel 1%.
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Testes de Hipoteses uni-caudais @

0 Uma outra abordagem para realizarmos o
teste de hipotese é utilizarmos o0 “p
value”.

Q A hipotese nula é rejeitada se essa
probabilidade (“p value”) for menor que o
nivel de significancia definido para o teste

Rejeitar H, se"p value"< o
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Teste de hipoétese bi-caudal &

0 Agora vamos desenvolver um teste de hipotese
bi-caudal, para uma amostra grande (n >230) e o
da populacédo conhecido

Hou=mo
Hau#uo

o O nivel de significancia a. é tal que, se a hipodtese
nula for falsa, queremos ter uma probabilidade
maxima a de aceita-la, isto €, queremos cometer
uma probabilidade especificada de erro do tipo I.
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

a Mas, intuitivamente, qual a “cara” da regido
critica? Devemos rejeitar H, quando estivermos
“longe” de p, ou seja, quando o modulo da
média amostral estiver muito distante de p,.

O Suponhainicialmente que a hipdtese nula seja
verdadeira. Para uma amostra grande, podemos
considerar a distribuicdo da média amostral
como praticamente Normal (pelo teorema central
do limite).
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

a Agora, dado um nivel de significancia a, devemos
considerar dois valores de Z

0 Um, abaixo do qual hd uma probabilidade o/2 da
média de uma amostra estar localizada (- z,)

a Outro, acima do qual ha uma probabilidade a/2
da média de uma amostra estar localizada (z,)

O Aregrade rejeicao é:

Rejeitar H, se Z = X

Ho
o/</n

<-7,,0UZ>2,,
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

a Ou seja, em termos da média amostral, a regido
critica pode ser descrita como:

.. va O va (o)
Rejeitar Hyse X <y, —2,,,—=0U Se X > yy+2,,,—=
n Jn
a Isto é, rejeita-se a hipotese nula se a média
amostral estiver “longe” de p,.

a Note que, analogamente ao teste uni-caudal, o é
o nivel de significancia do teste, isto €, 0 maior
erro do tipo I. Mas, como aqui rejeita-se a
hipdtese nula dos dois lados, o ponto usado da
Normal é z,, e ndo z, (que era usado nos testes
uni- caudais), de tal forma que Pr(Z >z, ) = a/2.
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

0 “Receita de Bolo” — pontos percentuais da
distribuicdo N(0O,1) para testes bi-caudais

Testes Bi-caudais
"] z
1% 2.576
5% 1.960
10% 1.645
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

a Exemplo

0 Um fabricante de autopecas utiliza esferas de aco
na fabricacdo de rolamentos. Essas esferas
devem ter um diametro de 12 mm, caso contrario
os rolamentos néo atingem as especificacdes
exigidas.

0 Uma amostra de 30 rolamentos escolhidos ao
acaso forneceu um diametro médio de 11,45 mm
e um desvio-padrédo de 1 mm.

a0 Pode-se dizer que o diametro médio dos
rolamentos utilizados é igual a 12 mm com um
nivel de significancia de 5%?
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

0O Solucdo: este é um teste de hipotese bi-caudal,
com o = 0.05, onde:
Ho:u=12
Hy =12

» Parao =0,05,z ,,= 1,96
— 7o X—-p _1145-12
» Para X = 11,45mm, temos: o/Jn . 1/430

E portanto podemos rejeitar a hipétese nula. Note que
rejeitar a hipdtese nula para Z < - 1,96 é completamente
equivalente a rejeita-la para:

o 1
X <12-196—
430
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

Q A regido critica neste exemplo é:
1

30

Rejeitar H,se X <12 -1.96 ou se X >12 +1.96

\/ﬁ

Isto &, rejeitar H,se: X <11.64 ou X >12.36

o A funcédo poténcia é, neste caso (verifique!):
K(u)= @(J?(lz —y)—1.96] +1- @[J?(lz —y)+1.96J

a O gréafico desta fungao poténcia é mostrado na proxima
pagina. Note que a poténcia (probabilidade de rejeitar a
hipotese nula) cresce a medida que nos afastamos de p =
12 e,em p =12, o valor da fungéo poténcia é exatamente o
erro do tipo |, estipulado em 5%.
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Teste de hipoétese bi-caudal
barros

Funcéo Poténcia - Teste bi-caudal
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Teste de hipdtese — amostra
pequena barros

o Até o momento, consideramos o caso de uma
amostra grande (n > 30)

a Paran < 30, podemos ter as seguintes
possibilidades:

O A populagéo é normalmente distribuida e o é conhecido:
utilizamos o0 mesmo procedimento que para o caso de
n > 30, com o conhecido (use distribuicdo Normal)

O A populagcdo é normalmente distribuida e o ndo é
conhecido: utilizamos o mesmo procedimento que para
0 caso de n > 30, utilizando s como estimador de o e
utilizando a distribui¢do t ao invés da normal

0 A populagdo ndo é normalmente distribuida:
aumentamos o tamanho da amostra pois néo é possivel

usar uma aproximagao Normal.
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Teste de hipétese — amostra
pequena barros

a Exemplo

0 Umarevista especializada decidiu realizar uma pesquisa
sobre a qualidade de servigco em grandes aeroportos ao
redor do mundo.

0 O nivel de servigo de um aeroporto é considerado superior
se a nota obtida é igual ou superior a 7. Para o aeroporto de
Heathrow, em Londres, foram entrevistadas 12 pessoas
que atribuiram as seguintes notas: 7, 8, 10, 8,6,9,6, 7, 7, 8,
9,e8.

a Determine, com um nivel de significancia de 5%, se o
servigo do aeroporto de Heathrow pode ser considerado
superior. Suponha que a populacédo é normalmente
distribuida.
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Teste de hipdtese — amostra
pequena barros

0 Solucgdo: As hipoteses nula e alternativa para o
teste séo:
Hy:u<7
Hyotux7
Com uma populagdo normal, n <30 e 6 desconhecido,

utilizaremos s e a distribuigcdo t com 11 graus de liberdade para
o teste.

A média da amostra é 7,75 e s = 1,215
O valor de t, para o teste € 1,796
A regra de rejeicao é:
Rejeita H, set =" 1757

X=H t t=—2 %
s/</n Tl 1,215/12

» Logo, existe evidéncia para rejeitar a hipotese nula!

=214>t,=1796
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Teste de hipdtese — amostra
pequena barros

a Exemplo

0 Historicamente, a comissao média paga por
pessoas fisicas para operacdes em bolsa de
valores através de internet numa corretora é
R$15.

0 Neste més vocé fez uma pesquisacom 16
clientes da corretora e notou que a comissao
média foi de R$ 10 e o desvio padrao R$ 6. Com
nivel de significancia 10%, ha evidéncia para
afirmar que a comisséo neste més foi mais baixa
qgue historicamente? E com nivel de significancia
5%7? Suponha que os valores pagos sao
Normalmente distribuidos.

monica@mbarros.com 48




Teste de hipdtese — amostra
pequena barros

o Desejamos testar as hipoteses:
H,:u=15
H,:p<15
O A regido critica tem a forma: rejeitar H, se a
média amostral € pequena, e como o tamanho da
amostra é pequeno devemos usar a distribuicdo t

de Student. s
n—l.a'\/ﬁ

Rejeitar H, se X <z, —t
Ouseja:
.. - 6
Rejeitar H,se X <15-t , .—
] 0 n-La /16

Rejeitar H, se X <15-t,;(1.5)
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Teste de hipétese — amostra
pequena barros

a Do Excel:
0 Para o teste com nivel 5% usamos t15005 =
INVT(0.10,15) = 1.753
0 Para o teste com nivel 1% usamos ti5001 =
INVT(0.02,15) = 2.602
0 Regido criticaa 5%:
Rejeitar Hyse X <z, -t .

5o

Ouseja:

Rejeitar H,se X <15-t,, .

ﬁ‘cn
(o2}

Rejeitar Hy se X <15-t,;,(1.5)
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