Solugdes — Capitulo 5

Problema 1

Considere a seguinte densidade conjunta:

fley) =5 5> 0y >

a) Ache a densidade marginal de X.
b) Ache a densidade marginal de Y.
c) Calcule Pr(X > 1| Y < 4)

Dica:

J'u.e“”du = %.@ —%ﬁ

Solugao
a) A densidade marginal de X é a integral da densidade conjunta com relagdo a Y, isto é:
1
—_ -yl2
fele)= [ ey
todoy

Mas, quem sé&o os limites de integragcéo? Note que a conjunta é definida apenas na regido { x > 0 e x < y}, isto é, na regido dada

por:

Os limites de integragdo sdoy = x ey = +o0, € assim a densidade marginal de X é:

N -y/2
1 — -x/2
— - —€ onde x> 0.

_wi -3/2 -
fX(x)_If SISy M

Ou seja, a denisdade marginal de X é Exponencial com média 2.

b) A densidade marginal de Y é a integral da conjunta para todo X, ou seja:
1 1
—_ -yl2 — -yl2
fr ()= [Fe™ =" ye
4 4

Note que esta ndo é uma densidade condicional, na verdade é um caso particular da densidade Gama.
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¢) A probabilidade condicional pedida é:

Prix >1Y <4)
Pr(Y <4)

O numerador nesta expresséao é calculado a partir da densidade conjunta, e o denominador é obtido a partir da densidade

Pr(X>1|Y<4)=

marginal de Y.

Especificamente:
4

_ 1 ~»l2 inn ; 5
Pr(Y<4)= ‘!Zy.e dy e, usando a “dica”, esta integral €:

4 -yi2 : 4
R o e e A

=1-3¢"* =0.5940

E também:

t ol 17 _
Pr(X > 1, Y<4):_!-I1yze ylzdxdy—z.!'(y—l)e Y2dy

14 . 12 10e™/2 1 10e™"?
= dy—-=fe¥dy== - O
e I J”4Dy2% u2)hL 412

=%{_26_y/2(y+2)+26_y/2}f i{ 2€-y/2 +1}‘ —10e72 +4e'1’2}=

=e¢V2 —ge_z =0.2682

0.2682
0.5940

=0.4515

Pr(X>1|Y<4)=

Problema 2

Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas com densidade conjunta:
2

f(x,y) =— se-ls<x<le OSyS\/l—xz .
T

Isto é, a densidade conjunta é Uniforme no semi-circulo indicado na figura a seguir:
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a) Encontre as densidades marginais de X e Y.

b)  Ache as densidades condicionais.

c) Calcule as médias condicionais de Xdado Y =y e deY dado X =x.
Solugao

A densidade marginal de X é:

o
fel)= [Fley)dy = I %dy=7—2T{\/l—x2} onde -1<x<1

todoy 0

A densidade marginal de Y é:

V7 N
()= (£l y)dx= %dx:% onde 0<y<1

todo x _ 1—y2

Verifigue que as integrais destas densidades marginais s&o 1 nos intervalos especificados.

A seguir apresentamos os gréficos destas densidades marginais.
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A densidade condicional de X dado Y =y é:

f(x|y)- conjunta  _ (2/77) _ 1 onde-stsW

~ marginal deY (4/ﬂ)\/1—y2 - 2\/1—y2

Note que, no caso desta densidade condicional, Y =y deve ser encarado como um valor fixo e conhecido. Por exemplo, sey =

% entdo a densidade condicional de X dado Y = é:

10 1
f%_é_ 2./314)
| V374, +374]

onde-+/3/4<x<+/3/4, ou seja, é a densidade Uniforme no intervalo

2

Analogamente, a densidade marginal de Y dado X = x é:

_ conunta _  (2/n) _ 1 ;
= = = de O<y<+1-
f(y|x) magnadeX 2V Yoy onde O<ys<+1-x

Ou seja, dado X = x, Y é Uniforme no intervalo [0, \/l - x2 ].

A média condicional de X dado Y =y é apenas a média calculada usando-se a densidade condicional de X dado Y =y, ou seja:
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(e =) Lf
E(xy =y)= = =
| Ixfx|y x = _ﬁ_L \/_xx —yZE?

=—W{(1—y2)—(1—y2) =0

A média condicional de Y dado X = x é:

(Y|X X) ny(y|x)fiy I \/—ydy = Dy_ 1— 52

x
_ 1 3 _ 1-x?
P e

Note gue estes resultados sobre as médias condicionais poderiam ter sido encontrados a partir de propriedades da densidade

Uniforme.

Especificamente, lembre-se que, se uma variavel U qualquer tem densidade Uniforme no intervalo (a, b) entdo a média de U é
(at+b)/2.
Neste exemplo, a densidade condicional de Y dado X = x é Uniforme no intervalo [ 1- x ] e entdo a média desta

densidade condicional (ou seja, E(Y| X =x) é apenas — 1-x° conforme demonstrado analiticamente acima. De maneira

semelhante, a densidade condicional de X dado Y =y é Uniforme no intervalo

l— \/l - y2 m/l - y2 J e entdo a média desta densidade condicional é zero.

Problema 3

Sejam X e Y variaveis aleatérias discretas com fungao de probabilidade conjunta:

f(x,y) = Pr(X =x,Y =y) =ﬁ parax=12,..n ey=12,..x

a) Ache amédia condicional de X dado Y =y.
b)  Ache a média condicional de Y dado X = x.

c) Encontre a covariancia entre X e Y.

Problema 4

Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas com densidade conjunta:
1
f(x y) — se 0<x<1leO0O<y<x

Encontre as densidades marginais de X e Y.

Problema 5

Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas com densidade conjunta:

f(x,y)=exp(-y), O<sx<y
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a) Encontre as marginais de X e Y.

b)  Encontre a densidade condicional de X dado Y.
c) Ache acovariancia e o coeficiente de correlagéo.
d) Encontre a densidade condicional de Y dado X.

e) Encontre as médias condicionais de X dado Y =y e de Y dado X = x.

Problema 6

Considere a seguinte densidade conjunta:

k\1
f(x,y) :% ondex 20 ey=0

a) Calcule a constante k.

b)  Encontre a densidade marginal de X.

Problema 7

As varidveis aleatérias X e Y tém densidade conjunta dada por:
6 2
f(x,y) :7(x+y) 0<x<1leO<y<1

Encontre a densidade marginal de X.
Solugao
O dominio da densidade conjunta é apenas o quadrado {0 <x<1; 0<y<1}.

A densidade marginal de X é encontrada integrando-se a conjunta para todo y, isto é:

1 1
Sx (x):-]'g(x+y)2dy:-]'g(x2 +2xy+y2}ly:g§c2 +x+%§ond905xs 1.
0 0

O gréfico da densidade marginal de X é mostrado a seguir.
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Problema 8
Seja T uma variavel aleatéria continua com densidade f(t) = A.exp(-At) ondet>0e A > 0.
Dado T =t, U tem densidade Uniforme no intervalo [0, t] .

Encontre a média e variancia incondicionais de U, comparando-as com os respectivos momentos condicionais.
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Solugao
A densidade conjunta de U e T é apenas o produto da marginal de T e da condicional de U dado T=t. Note que a densidade

condicional de U dado T =t é apenas (1/t) onde 0 < u <t. Entdo:
1

f(u,t) =fr (t)f(u |t) = A.exp(=Ar).= ondeO<u<tet>0
t

A densidade marginal de U é encontrada pela integrag&o da conjunta para todo T, ou seja:

_ -1
fule)= [0 expl-Aa)r
23
O célculo desta integral é bastante complicado, e apenas uma transformacao de varidveis apropriada néo resolve o problema.
Na verdade, esta é (a menos de uma constante, que é o préprio A) a fungdo E,(u) descrita na pag. 228 de Abramowitz e Stegun

(Handbook of Mathematical Functions) dada a seguir:

Y

© k
E,(u) = J'(t)_l exp(— j)dt =y +log(u) + Z -(l;uy(lgj onde y = 0.557156649.... é a constante de Euler.

23

Em resumo: o problema é muito mais complicado do que eu originalmente pensei !!!!

Problema 9
Seja 8 ~ Unif(0, 2m). Defina X = cos(6) e Y = sin(6).
Mostre que E(X.Y) = E(X).E(Y) e portanto Cov(X,Y) = 0.

Mostre também que Var( X + Y) = Var(X) + Var(Y) mas X e Y ndo séo independentes.

Problema 10
Toma-se duas medidas independentes X e Y de uma quantidade desconhecida p. Suponha que E(X) = E(Y) = pmas VAR(X)
= 0% 2 VAR(Y) =d%, .
Combinamos as duas medidas da seguinte forma:
Z=0a.X+ (1-a).Y onde O < a <1 é uma constante.
a) Mostre que E(Z) = p.
b) Encontre o em termos das variancias de X e Y de forma a minimizar VAR(Z).
¢) Em que circunstancias é melhor usar a média Z = (X+Y)/2 que X ou Y?
Solugao
a) Pelalinearidade das integrais ou somatérios envolvidos:
E(Z) = a.E(X) + (1-0).E(Y) = =oapu+-0).u=n
b) VAR(Z) = 02VAR(X) + (1-0)2VAR(Y) + 20.(1-)pxy \/VA R(X)VAR(Y)

Mas, pxy = 0 pois X e Y s&o, por hipétese, independentes.

Logo a expresséo para a variancia de Z se reduz a:

VAR(Z) = a>VAR(X) + (1-0)>.VAR(Y) ==a’.c%, + (1-a)’. 0% =

= 0?.(0% + 0%) - 2.0. 0% + 0%,

Um ponto critico € obtido fazendo-se a 1°. derivada com relago a a igual a zero, isto é:

0.2
W‘Z—M=2.a.{a§ +a§} 207 =00 a=——+—
a oi +0;}

Verifique que o sinal da segunda derivada é sempre positivo e portanto o ponto critico encontrado fornece a variancia minima (e
ndo a méximal!). Intuitivamente o peso a encontrado acima faz sentido. Note que o é o peso associado & varidvel X na

combinagéo linear que gera Z. a estarad préximo de 1 (isto é, X tem peso alto e Y tem peso baixo) se a variancia de Y for
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grande se comparada a variancia de X, isto é, se a incerteza associada a Y for grande em relacdo a incerteza de X. Como

estamos procurando minimizar a variéncia de Z, faz sentido dar um peso grande a variavel que exibe menor incerteza.

c) Avarianciade Z = (X+Y)/2 é igual a (¢° + ¢°,)/4.
Se uma das variaveis tem variancia muito maior do que a outra varidvel, a variancia de Z serd aproximadamente igual & maior

variancia (dentre o®, e ozy) dividida por 4 e portando é melhor usar a média que a variavel de maior variancia.

Se as variancias de X e Y séo iguais entre si, e iguais a a® , entdo a variancia de Z é igual & metade da variancia de cada uma

das variaveis X e Y.

Problema 11

Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com densidade Unif(0,1). Encontre a densidadede Z = X + Y.
Solugao

Use a férmula da convolugdo (vide pag. 184 do livro).

A densidade de Z é dada por:

glz)= [z —x)ax

todo x
O problema é encontrar os limites de integracdo. Note que ambos X e Y estdo definidos apenas no intervalo [0, 1] e entdo Z esta

definido em [0, 2].

Problema 12

Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com densidade Exponencial com parametro A. Encontre a densidade de Z = X
+Y.

Solugao

Pela férmula da convolugéo:
z

g(z) = If(x)f(z —x)dx :j/\.exp(—/\.x)./l.exp(—/\(z —x))dx :I/\z.exp(—/\.z)dx =

todo x 0

z

= Az.exp(—A.z)Idx = ?ze?* ondez>0
0

Este é um caso particular da densidade Gama.

Problema 13

Considere as seguintes distribuicdes conjuntas:
a) f(x, y) = 4.x.y.exp{ X - y’} parax= 0,y =0
b) f(xy) =3 paradsx<y<1

Em cada caso, determine se X e Y s&o independentes.

Problema 14
Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas com densidade conjunta:
f(x,y)=2 se0<x<y<l1

Encontre o coeficiente de correlagdo entre X e Y.
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Problema 15
Sejam X e Y variaveis aleatérias discretas independentes e identicamente distribuidas com a seguinte fungéo de probabilidade:
f(x)=Pr(Xx=x)=¢" .p ondex = 1,2, 3, ....e 0<p<1.

a) Encontre a fungdo de probabilidade de Z = X + Y.

b)  Ache afuncgéo de probabilidade condicional de X dado Z = z.
¢) Calculeameédiacondicional deX dado Z = z.

Solugao

a) Pelaférmula da convolugéo:

z-1 z-1 z-1
P{z=4= Z Pr(X =x).Pr(Y =z—-x) = Zp.qx_l.p.qz_x_l = szqz_z =

z-1
=p*q™ Zl= (z-1)pq™

ondez=1,2,3,..

Alguns pontos importantes devem ser observados nesta derivagao:

b) Os limites do somatério séo 1 e z-1 pois ambos X e Y s&o inteiros maiores ou iguais a 1. Por exemplo, se o valor da soma
é 5, x esta restrito aos valores 1, 2, 3, 4 pois se x fosse maior ou igual a 5, y teria que ser negativo ou zero, e estaria fora
da regido em que foi definido.

c) O somatdrio na 2% linha acima n&o envolve x, e existem z-1 termos na soma.

d) A fungéo de probabilidade condicional de X dado Z =z é:
conjuntadeX eZ _ conjuntadeX eZ

marginal deZ (z-Dp°q~?

fx]2) =

Mas, como calcular a conjunta de X e Z? Note que X e Z séo dependentes pois Z é a soma de X e Y. Logo, ndo é trivial (a
principio) encontra-la.
Note que a fungéo de probabilidade conjunta de X e Z é:
PI'{X =x,Z = Z} = P{ X=x,X+Y = }, e esta probabilidade é equivalente a:
Pr{X =x, Y =z- x} , que é facil de calcular por causa da independéncia de X e Y. Isso tudo fica muito f&cil de ver se a
gente substitui alguns valores numéricos. Por exemplo,qual a probabilidade de que, ao mesmo tempo, X seja 2 e a soma de X e
Y seja 67 Isso é a mesma coisa que a probabilidade de X ser 2 e Y ser simultaneamente 4. Entdo, no caso geral:
PI'{X =x, Y=z —X} = P( X = )a .P(Y =z —)a = p.qx_l.p.qz_x_l = pz.qz_z. Logo, a fungdo de
probabilidade condicional pedida é:
H 2 z=2
conjuntadeX eZ : 1
) . =_ P q2 — = ondex=1,2,...,.z-1
marginal deZ (z-Dpq z-1

fx]2) =

Por exemplo, se o valor da soma (z) é 6, os valores possiveis de x sdo 1,2, ...5, todos eles com a mesma probabilidade (1/5).

e) A média condicional de X dado Z = z é calculada a partir da fungdo de probabilidade condidicional f(x|z) dada acima.
1 _ 12 1 -9z

E(X|Z=Z)=le.f(x|z)=2x = x= i U==

lz—l_z—lxz z=10 2 [ 2
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Problema 16

A duracéo de lampadas de uma certa marca é uma varidvel aleatéria com média de p horas e desvio padréo de 100 horas.
Toma-se uma amostra X;, X,, ... , X, de lampadas, registrando a sua duracédo e calculando-se a duracdo média. Qual o
tamanho de amostra (n) necessario para que a probabilidade da média amostral diferir de p por menos de 50 horas seja igual ou
maior a 95%?

Solugao

Esta é uma aplicagéo direta da desigualdade de Chebyshev. Queremos que a diferenga entre a média amostral ()?) e amédia

real (mas desconhecida) da densidade seja menor que 50 horas com probabilidade de, pelo menos, 95%.

Note que X é uma variavel aleatéria também com média u, mas com variancia (100)?/n, que decresce & medida que
tomamos mais e mais observag8es para calcular X (isto é, & medida que o tamanho da amostra cresce). Por Chebyshev

temos:
VAR(T) _, 10000

£? ne?

PrQ)?—/,/| <£)21—

Neste caso, se £ = 50 horas temos:

_10000 _, 10000 _, 10000 _ 0.9 10000

1 =1 =0950 =0.05 e ent&io o menor tamanho de amostra necessario é:
ne? n(50)? 2500n 25000
_ 10000 -80
125

Problema 17
Uma fébrica produz bolas de brinquedo, mas existe uma certa impreciséo intrinseca ao proprio processo de fabricacéo, e
portanto o raio de cada bola é uma variavel aleatéria com densidade f(r) = 6.r(1-r) onde 0 < r < 1. Encontre a densidade do

volume (V) e da érea da superficie (S) da bola.

Problema 18
Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas com densidade conjunta: f(x,y) = k.exp (-y) para0 <x<y<1.
a) Encontre a constante k.

b) Calcule o coeficiente de correlacdo entre X e Y.

Problema 19

A probabilidade de um consumidor preferir os carros de uma certa marca K é desconhecida (p). Faz-se uma pesquisa de
mercado para determinar a preferéncia por esta marca. Qual o tamanho de amostra necessario para garantir que a frequéncia
relativa encontrada na amostra tenha uma diferenga menor que 4% do valor real p com probabilidade 95%7? E com

probabilidade 97.5%7?

Problema 20
Sejam X e Y varidveis continuas independentes com densidade Uniforme no intervalo (0,1). Seja Z = X + Y. Calcule a

densidade condicional de X dado Z = z.

Problema 21
A venda semanal de um certo produto farmacéutico é uma variavel aleatéria discreta com funcgéo de probabilidade f(x) = C. 2*

/X! Onde x =1, 2, 3 ou 4.
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a) Calcule aconstante C.

b)  Encontre a venda média semanal.

c) Suponha que o preco de venda unitario deste produto &€ R$ 100. A farméacia tem em estoque K produtos, e se o produto
néo for vendido no prazo de uma semana deve ser jogado fora, pois perde a validade. Isto acarreta um prejuizo de R$ 40
por unidade, que é o custo do produto. Qual é a distribui¢cdo de probabilidade do lucro semanal, como fungéo do nimero

(K) de produtos estocados? Quantos produtos devem ser mantidos em estoque de forma a maximizar o lucro?

Problema 22
Seja X uma variavel aleatéria com fungdo geradora de momentos dada por:

M(t) = 0.2.exp(t) + 0.4.exp(4t) + 0.4.exp(8t) onde t € um numero real qualquer. Encontre a distribuicdo de probabilidade de X.
Problema 23

Seja X uma variavel aleatéria com fungdo geradora de momentos dada por:

M(t) = {4 + exp(t) +exp(-t)}/6 onde t € um ndmero real qualquer. Encontre a distribuicdo de probabilidade de X.
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