Solugdes - Capitulo 8
Lista — semestre 2000.02=1a5,7,8,9, 11, 12, 13, 16, 17 — Os exercicios 1, 4, 8 foram feitos em aula

Fique ligado .....
O Teorema Central do Limite é importante porque nos diz que somas (e médias) de quaisquer variaveis aleatérias
sdo aproximadamente Normais. As condigdes necessarias para que isso acontega séo:

a) A média das varidveis que estdo sendo somadas existe;

b) A variancia das varidveis que estdo sendo somadas existe;

¢) Usa-se um nimero “razoavelmente grande” de termos na soma, em geral n = 20 ou 30 é mais do que suficiente.
A qualidade da aproximagdo dependera de alguns fatores, por exemplo:
. Se a distribuic&o dos X; “s é muito assimétrica, pode ser necesséario somar mais termos (ou seja, aumentar n) para

encontrar uma aproximagao boa em termos numeéricos.

O Teorema de DeMoivre e Laplace € apenas um caso particular do Teorema Central do Limite, no qual as variéveis que
estdo sendo somadas s&o independentes e identicamente distribuidas Bernoulli(p). Note que, a distribui¢&o exata da soma
destas Bernoullis € uma Binomial com paréametros n e p (e portanto tem média n.p e variancia n.p.q) . A aplicagéo do Teorema
de DeMoivre e Laplace pressupde que a distribuicdo Normal € uma boa aproximacao para esta distribuicdo Binomial, o que
ocorre quando:

a) né“grande” (ou seja, o nimero de repeticdes das tentativas de Bernoulli é “grande”);

b)  n.p ndo é muito pequeno (por exemplo, n.p > 5). Esta condig&o serve para garantir que a aproximagao feita através

da distribuicdo Normal é melhor que a aproximagao feita usando a distribui¢do Poisson (que deve ser usada quando

n é grande e p é pequeno, de tal forma que, n.p < 5).

A corregéo de continuidade mostrada na tabela a seguir serve para melhorar o resultado numérico da aproximagdo da Binomial
pela Normal, e decorre do fato da distribui¢cdo Binomial ser discreta e da Normal ser continua. Na verdade, se ndo
utilizdssemos esta corregéo de continuidade seria impossivel calcular Pr(Y = k) através da aproximagao, pois o resultado seria

sempre zero ao empregarmos a Normal (por que?).

Tabela — correcéo de continuidade

Quantidade desejada na Quantidade Calculada através da Expressao aproximada usando a
distribuigao Binomial corregao de continuidade densidade Normal
Pr(Y=y) Pr(y-05<Y<y+0.5) q;%V“LO'S_”PE_q;%V_O'S_”P%
O mpg 0O 0 npg [0
PrY <) Pr(Y <y +0.5) o + O.5—np%
O npg U
- 5 -npl -05-np0d
Pr(Y <y) = Pr( Y <y-1) Pr(Y<y-1+05) o ~1+05=ph_ (Hp=05-mpg
0 npq 0 0 npg O
PH(Y 2 y) Pr(Y2y-05) 1- —O.5—np%
O npq O
Pr(Y>y)= Pr(Yz2y+1-05) 1-0 +1—0.5—an
Pr(Y>y+1) L slmpa T
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Pr(a<Y<b) Pr(a-05<Y<b+0.5) ¢%b+0.5—np%_®%a—0.5—np%

U Japg 0O 0O 4npg U

Problema 1

Um computador, ao adicionar nimeros, arredonda cada numero para o inteiro mais préximo. Suponha que os erros de
arredondamento s&o independentes e identicamente distribuidos com densidade Uniforme no intervalo (-0.5, +0.5) .

Suponha que 144 nimeros s&o somados. Qual a probabilidade de que o médulo da soma dos erros ultrapasse 2 ?

Dica 1: Use o teorema central do limite. Qual é a média e a varidncia de cada um dos 144 erros de arredondamento?
Dica 2 : ®(1/V3) = ®(0.577) = 0.7180

Solugao

Seja e; ~ Unif(-0.5, +0.5) o i-ésimo erro de arredondamento. Entdo E(e)) = 0 e VAR(g) = 1/12
144

Seja Y o resultado total dos arredondamentos, isto é: ¥ = Z e; Entdo Y é uma varidvel aleatéria com uma distribuicdo

7
i=

complicada, mas sua média e variancia séo faceis de calcular. E(Y) = 0 e VAR(Y) = 144(1/12) = 12.

r-0
12

Pelo Teorema Central do Limite, a densidade da variavel:

é aproximadamente N(0,1).

Queremos calcular Pr( |Y] > 2).
-0
V12

dltima probabilidade ¢ igual a 2%— GDH/l—, =2{1-0.7180 =56.4%
H 3

Note que: PrQY| > 2): Pr

2-0H EZ 2 E . I _
> L=Pr | > ——4londe Z é N(0,1). Pela simetria da densidade N(0,1), esta
Ji2 243

Problema 2

Numa certa empresa de informética, o salério anual médio dos funcionérios com menos de 5 anos de experiéncia é R$ 20000,
com desvio padrdo de R$ 1800. Toma-se uma amostra de 30 funcionérios com menos de 5 anos de experiéncia. Qual a
probabilidade do salario médio na amostra exceder R$ 21000 ?

Solugao

Sejam Xy, X,, ..., X3 0s salérios anuais dos funcionérios com menos de 5 anos de experiéncia. O salario médio na amostra,
denotado por )? tem média R$ 20000/ano e variancia (1800)%/30. Além disso, pelo teorema central do limite, A_/ quando

padronizado, é aproximadamente Normal(0,1). Assim:

] ]

Pr(¥ > 21000) = prs 29090, 2100020000 _ 1 , 3 049) = 0.12%
0 [(1800)° (1800)*
30 30
Problema 3

O saldo devedor médio dos usuérios de um certo cartdo de crédito € uma variavel aleatéria com média R$ 112 e desvio padréo
R$ 56. Toma-se uma amostra de 50 portadores do cartdo. Qual a probabilidade do saldo devedor médio na amostra estar entre
R$ 100 e R$ 130?

Solugao

Pelo teorema central do limite, o saldo devedor médio na amostra é aproximadamente Normal com média R$ 112 e variancia

(56)2/50. Entéio:
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] ]

Pr(100 < ¥ <130) = P20 132 X 1122 <130~ 132% Pr(-15152< Z < 2.2728) =
D (56) (56) (56)* O
50 50 50

= ®(2.2728) - d(-1.5152) = 98.85% — 6.49% = 92.36%

Problema 4

Um elevador pode transportar até 12 passageiros. O peso de cada passageiro € uma variavel aleatéria com média 75 kg e
desvio padrdo 8.5 kg. Normas de seguranca estabelecem que o peso méximo transportado no elevador ndo pode exceder 910
kg mais de 5% do tempo.

a) Qual a probabilidade de que o peso total dos passageiros exceda 910 kg?

b) Encontre o percentil 95% da distribuicdo do peso total dos passageiros do elevador. As normas de seguranca estdo sendo
obedecidas ?

Solugao

Seja T o peso total dos 12 passageiros. Entdo T é uma varivel aleatéria com média E(T) = 75(12) = 900 kg e variancia VAR(T)

=12(8.5)? = 867.

900
Pelo teorema central do limite, a varidvel ——— tem aproximadamente uma distribuicdo N(0,1).

867

a) Precisamos calcular:

~900 _ 910-900 10-900
Pr(r >910) = P~ 1- qa%';% 1- ©(0.3396) = 1 - 0.6329 = 36.71%
( )=pr HJse7 867 J867 ( )

b) Precisamos encontrar um certo valor t tal que: Pr(T > t) = 5% (ou, alternativamente, Pr( T < t) = 95%.

900 1-900( . - 900% 900%
pr(r > 1) = = 5% 0 qngi 95%
(r>i)= H/esr  Jeor J867

0 Hﬂ%umsm 1 =948.44kg
/867

Logo, as normas de seguranga estdo sendo frequentemente violadas por este elevador que s6 pode carregar com seguranca

910 kg.

Problema 5

Compare a funcéo de distribui¢éo Poisson(A) real e a obtida pela aproximag&o Normal quando A = 10, 20 e 40.

Solugao

Se X ~ Poisson(A) entdo E(X) = A e VAR(X) = A. Também, X pode ser encarado como a soma de n varidveis Poisson
independentes e identicamente distribuidas, cada uma com distribuigdo Poisson com média A/n. Logo, se n (tamanho da

amostra) € grande, entéo X (quando padronizado) é aproximadamente N(0,1).

A funcéo de distribuicéo verdadeira de X é:

F(x):Pr(XSx)=Z#

A funcéo de distribuicdo aproximada pela Normal é:

G =Prlx <) =Pr o2 < X ol o
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A seguir exibimos a tabela com alguns valores de x e sua fung&o de distribuicdo real e aproximada e o erro percentual da

aproximagdo para as distribuic6es Poisson(10), Poisson(20) e Poisson(40).

X Poisson(10) Poisson(10) Erro %
real aproximada da aproximagao
1 0,05% 0,22% 343,20%
2 0,28% 0,57% 106,04%
3 1,03% 1,34% 29,92%
4 2,93% 2,89% 1,24%
5 6,71% 5,69% 15,15%
6 13,01% 10,30% 20,89%
7 22,02% 17,14% 22,17%
8 33,28% 26,35% 20,81%
9 45,79% 37,59% 17,91%
10 58,30% 50,00% 14,24%
12 79,16% 73,65% 6,96%
14 91,65% 89,70% 2,13%
16 97,30% 97,11% 0,19%
18 99,28% 99,43% 0,15%
20 99,84% 99,92% 0,08%
25 100,00% 100,00% 0,00%
30 100,00% 100,00% 0,00%
X Poisson(20) | Poisson(20) Erro %
real aproximada | da aproximagio
3 0,00% 0,01% 2147,05%
4 0,00% 0,02% 923,02%
5 0,01% 0,04% 453,71%
6 0,03% 0,09% 242,04%
7 0,08% 0,18% 134,43%
8 0,21% 0,36% 74,64%
9 0,50% 0,70% 39,19%
10 1,08% 1,27% 17,22%
12 3,90% 3,68% 5,62%
14 10,49% 8,99% 14,31%
16 22,11% 18,55% 16,07%
18 38,14% 32,74% 14,17%
20 55,91% 50,00% 10,57%
25 88,78% 86,82% 2,21%
30 98,65% 98,73% 0,08%
35 99,92% 99,96% 0,04%
40 100,00% 100,00% 0,00%
X ‘ Poisson(40) | Poisson(40) ‘ Erro % |
‘ real | aproximada ‘ da aproximagao |
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10 0,00% 0,00% 6393,02%
15 0,00% 0,00% 607,00%
20 0,04% 0,08% 112,53%
25 0,76% 0,89% 17,00%
30 6,17% 5,69% 7,73%
32 11,53% 10,30% 10,71%
34 19,39% 17,14% 11,60%
36 29,63% 26,35% 11,07%
38 41,60% 37,59% 9,64%
40 54,19% 50,00% 7,74%
42 66,18% 62,41% 5,70%
a4 76,57% 73,65% 3,82%
46 84,79% 82,86% 2,27%
48 90,75% 89,70% 1,16%
50 94,74% 94,31% 0,45%
52 97,19% 97,11% 0,09%
54 98,60% 98,66% 0,06%
Problema 6

Seja Y ~Bin(12, 1/2).

a) Calcule Pr( Y = 9) exatamente.

b) Calcule Pr( Y = 9) aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com correc¢éo de continuidade.
c) Calcule Pr(Y =7) exatamente.

d) Calcule Pr( Y= 7) aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com corre¢édo de continuidade.

Problema 7

A probabilidade de uma pessoa com mais de 65 anos pegar uma gripe no outono é 75%. Toma-se uma amostra de 60 pessoas

na "3a. idade" e seja X 0 nUmero destas pessoas com gripe na amostra. Calcule as seguintes probabilidades:

a) Pr{ X =40} aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com corre¢éo de continuidade.

b)  Pr{ X =40} exatamente (s6 se vocé tiver acesso a um computador, pois do contrario sera bastante trabalhoso!)

c) Pr{45 <X < 50} aproximadamente pelo teorema de DeMoivre e Laplace com correcéo de continuidade.

Solugao

a) O nimero de pessoas de 3° idade com gripe na amostra é uma varidvel Binomial com parametros n = 60 e p = 75%.

Pelo Teorema de DeMoivre e Laplace:
X-np_ X -60(0.75)
Jnpq  /60(0.75)(0.25)

Logo, a probabilidade de X ser maior ou igual a 40 é aproximadamente (sem correg&o de continuidade):

Pr(x > 40) = Pr(z > -1.4907) = 93.20%

A probabilidade aproximada usando a corregéo de continuidade é:

Pr(x >39.5) = Pr(z > -1.6398) = 94.95%

b) A probabilidade exata, calculada a partir da distribui¢&o Binomial comn =60 e p = 75% é:

Pr(x > 40)= igo 50.75)’6 (0.25)°™ =1-Pr(x < 39)=94.59%

é aproximadamente N(0,1).

c¢) A probabilidade aproximada usando a corregdo de continuidade é:
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< v <rr) = o BB+ 05— (60)(0.75) 5-0.5-(60)(0.75) H_
Pridss X < 55) CDE’E:/Ieojlo.755(o.255 E_ CDE‘l\/(ao)(o.m)(o.zs) E

= ®(3.1305) — (- 0.1491) = 99.91% — 44.07% = 55.84%

Problema 8
Sejam X; , X5, ..., X, iid N(O, &2 ).
a) Qual a média e variancia de X? ?

b) Como aproximar Pr{ X;% + X,* + ...+ X,% < X) em termos de ®(.) ?

Problema 9

Seja X uma variavel aleatéria Qui-quadrado com 50 graus de liberdade.

Aproxime Pr( 40 < X < 60).

Solugao

X pode ser encarado como a soma de 50 varidveis independentes e identicamente distribuidas com densidade Qui-quadrado
com 1 grau de liberdade, e entdo podemos aplicar o teorema central do limite para aproximar probabilidades envolvendo X. Note

gue a média de X é 50 e sua variancia é 100.

Pelo teorema central do limite, a variavel:

X -50
4100

Assim, a probabilidade desejada pode ser aproximada como;
0-50 X -50 _60-50

< < = ®(l)-Dd(-1) =
v100 4100 4100 E ( ) ( )
=84.13% - 15.87% = 68.27%

A titulo de comparacéao, o valor exato desta probabilidade é: 68.60%, e a aproximagéo é bastante boa neste caso.

é aproximadamente N(0,1).

Pr(40< x <60) = Pr

Problema 10
Vocé joga R$ 5 em cada repeticdo independente de um jogo no qual a probabilidade de ganhar é 50%. Use o Teorema Central

do Limite para aproximar a probabilidade de que, ap6s 50 jogadas, vocé terd perdido mais de R$75.

Problema 11 ( Ha algo ERRADO - a distribuigdo ndo tem média, ndo podemos aplicar o TCL!!!!)

Seja f(x) = 1/x* onde x > 1. Considere uma amostra aleatdria de tamanho 72 desta densidade e calcule aproximadamente a
probabilidade de que mais do que 50 itens na amostra sejam menores que 3.

Solugao

A média de X é:
1, Tdx 00
E(X) —-!x?dx —-!'7 —Iog(x)1

A média é infinita— ndo podemos aplicar o teorema central do limite.
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Problema 12
20

Seja f(x) = 2x se 0 < x < 1. Considere uma amostra aleatéria de tamanho 20 desta densidade, e seja Y= z Xl. . Useo
i=1

Teorema Central do Limite para aproximar Pr{ Y < 10}.

Solugao
A média de X é:
_2
3
O segundo momento é:
1 4
2x*L 2
E(x?)= [ * =2
410 4

Logo, a variéncia de X é:

E(X?) —{E(X)} = (2/4) — (2/3)* = Y2 - 4/9 = (9-8)/18 = 1/18
20

Seja ¥ = Z X . Entéo a média de Y é 20(2/3) e sua variancia é (20)(1/18). Entéo:
i=1

DY 40/3 10- 40/35 PrZ<

< -3.1623) = 0.08%
T N

Pr(r <

Problema 13

Sejam X, , Xy , ..., Xq iid N(O, 1).

a) Calcule Pr{ X;? + X2 + ..+ Xy00° < 120)

b) Calcule Pr{ 80 < X;® + X,* + ...+ Xypo° < 120)

c) Ache ctal que Pr{ X;2 + X,? + ..+ X;00° < 100 + c) = 0.95
Solugao

Os X2 s&o iid Qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Logo:

Y = X2+ X2 + ...+ Xq00° tem densidade Qui-quadrado com 100 graus de liberdade, e sua média é 100 e sua variancia é 200.

—-100 _120-100 20-100
Pr < = ® ®(1.4142) = 92.14%
4200 4200 E 4200 E ( )

0- 100 Y - 100 120-100
Pri80<Y <120)=Pr
( ) %8\/ 200 4200 4200 E

b)
20-100 0-100
®(1.4142) - d(-1.4142) = 84.27%
T | 5 oo £ Olated)-olLaad

c) Achec tal que : Pr{X;? + X,% + ..+ X;0> < 100 +¢) = 0.95

a) Pr(Y<120) =

Por argumentos andlogos aos dos itens anteriores temos:

00+¢~100 Ez GJE L Ez 95% o %fc Ez 1.6450) ¢ =1.645,/200 = 23.2638
/200 200 200
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Problema 14
A probabilidade de vocé ter um vizinho chato é 10%. Vocé mora num prédio com 120 apartamentos, e na reunido de
condominio costumam aparecer 1/3 dos moradores. Qual a probabilidade de existirem menos de 2 chatos numa reunido de

condominio?

Problema 15
Uma tabela contém os digitos 0 a 9 espalhados aleatoriamente. Vocé escolhe 25 digitos da tabela. Qual a probabilidade de que

a média destes digitos esteja entre 4 e 67

Problema 16

Vocé esté encarregado da compra de champagne para uma festa de reveillon. Sabe-se que, na média, uma pessoa consome
360 ml de champagne, com um desvio padréo de 90ml. Existem 50 convidados na sua festa.

a) Vocé comprou 22 garrafas de champagne, cada uma com 750 ml. Qual a probabilidade da champagne n&o ser suficiente,
isto &, do consumo total exceder as 22 garrafas?

b) Qual a quantidade (em ml) de champagne que vocé deve comprar para ter certeza que o consumo total s6 vai exceder esta
guantidade 5% do tempo? E 10% do tempo?

Solugao

a) Seja X; a quantidade de champagne (em ml) consumida pela i-ésima pessoa. Entdo X; € uma varidvel com média 360 ml e
desvio padrdo 90.

Seja X o consumo médio de champagne dos seus 50 convidados. Entao X também tem média 360 ml, mas o desvio

0

padrdo é agora ,[—— .

50
Seja ¥ = Z Xl. o consumo total de champagne na sua festa. Y é uma variavel aleatéria com média 50(360) ml e desvio
i=

padrio 11650 N 90, ml.

As 22 garrafas que vocé comprou correspondem a 22(750) = 16500 ml = 16.5 |. Esta quantidade néo serd suficiente se Y, o

consumo total na festa, for maior que 16500 ml. Mas, a probabilidade deste evento ocorrer é:

Pr(Y > 16500) —pr —18000 S 16500 -18000 [ 1-0 6500 —18000 H_
50(90) 50(90) 50(90)

- 1- o= 63.06%
03 O

b) Qual a quantidade (em ml) de champagne que vocé deve comprar para ter certeza que o consumo total s vai exceder esta
guantidade 5% do tempo? E 10% do tempo?

Precisamos determinar a quantidade total de champagne, y, tal que:

P > y) = o ~18000 _ y—180000  _ . Fiv—18000 .
H 50(90) 50(90) 50(90)

o 18008 g0 18000 L ) 6450, = 25403mi = 25.4litros
50(90) 50(90)

Se queremos descobrir a quantidade tal que, em 10% das vezes faltard champagne na festa, precisamos encontrar y tal que:
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Pr(r > )= P 28000 , v ~18000 Hw 1- ppfy ~18000 H: 10%
H 50(90) 50(90) 50(90)

180001, 5061y 2 T18000L 1 51601 4 = 23767 mi = 237 litros
50(90) 50(90)

Problema 17

Um jogador de futebol acerta 70% dos pénaltis cobrados. Calcule a probabilidade de que, em 25 cobrancgas, ele acerte mais de
18 vezes:

a) Aproximadamente pelo Teorema de DeMoivre e Laplace com corre¢do de continuidade;

b) Aproximadamente pelo Teorema de DeMoivre e Laplace sem corre¢&o de continuidade;

c) Exatamente.

Solugao

Seja Y o nimero de cobrangas certas em 25 repetigfes (supostas independentes, e com probabilidade fixa de sucesso, igual a
70%). Entdo Y é uma varidvel Binomial com pardmetros n = 25 e p =70%.

Note que E(Y) = n.p =25(0.7) = 17.5 e VAR(Y) = n.p.q = 25(0.7)(0.3) = 5.25

525

Pelo teorema de DeMoivre e Laplace, a variavel: é aproximadamente N(0,1).

Queremos encontrar Pr('Y > 18).

a) O valor aproximado desta probabilidade usando a corregéo de continuidade é:

-175 185-175 18.5-17.5 85-17.5
Pr(r >18)= Pr(r >18.5) = Prl. > 1-® 1—¢E;E:
(r>19) Hy525 525 H J525 J5.25

=1-9(0.4364) =1-0.6687 = 33.13%

b) O valor aproximado desta probabilidade sem corregao de continuidade é:

-175 18-175 8-175
PriY >18) = PrHY > =1-® =1-d(0.2182)=1-0.5864 = 41.36%
(r>19) s V525 E E\/s_ % E (02122) ’

c¢) O valor exato desta probabilidade é encontrado avaliando-se o somatdrio:

25
5 _
Pr(Y > 18) = ;% EO.?)y (0.3)25 Y =34.07% Por que o somatdrio comega em 19 ao invés de 18?
e
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