O

e

Estatistica para Metrologia

Aula 6

Maio de 2008
Monica Barros, D.Sc.

monica@ele.puc-rio.br 1

Aula 6

a Transformacgdes de v.a. discretas

a Transformagdes de v.a. continuas
0 O método da funcao de distribuicéo
0 O método do Jacobiano
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Objetivos

RIB

0 Seja X uma v.a. discreta ou continua com funcéo
de probabilidade (ou densidade) conhecida.
Queremos encontrar a densidade (ou funcéo de
probabilidade de Y=h(X) onde h(.) € uma uma
funcéo conhecida.

a Transformagdes de uma variavel aleatoria
o Funcdes de uma variavel discreta

a Func¢des de uma variavel continua — o método
da funcao de distribuicao
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Transformacdes de uma v.a.
discreta

a Exemplo 1

0 Seja X o numero de “caras” em trés jogadas de
uma moeda. A funcéo de probabilidade de X é:

Pr(X =x) = f(x)
1/8
3/8
3/8
1/8

W|N|Fk|O| X

0 Qual afuncéo de probabilidade de Y= 2X-1?

O Y étambém umav.a. discreta, e cada valor de X
leva a um valor de Y diferente (ou seja, Y =2X -1
€ uma funcéao injetora). Especificamente, os
valores possiveis de Y séo:
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Transformacdes de uma v.a.
discreta

0 Exemplo 1 (continuacao)

Pr(Y =y) = f(y)
1/8
3/8
3/8
1/8

glw|k L=

0 Note que o valor Y =-1 ocorre apenas quando X =
0, Y =1apenas quando X =1 e assim
sucessivamente.

a Logo, atabela anterior nos fornece a funcéo de
probabilidade de Y, basta associar cada valor de Y
ao valor correspondente(s) de X.
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Transformacdes de uma v.a.
discreta

0 Exemplo 2

0 Seja Xumav.a. discreta com funcédo de probabilidade:

af(x)=Pr(X=x)=(1/2* ondex =1, 2, 3, .....

O SejaY=+1lseXépar,eY =-1se X éimpar.
o Obviamente a funcao h(.), que relaciona X e Y néao e

injetora pois, por exemplo, todos os numeros pares
sdo levados em Y = 1.

0 Ache afuncao de probabilidade de Y.
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Transformacdes de uma v.a.
discreta

0 Exemplo 2

a Dica: Para resolver o problema precisamos usar
a série geométrica infinita:

gak :ﬁ sefal<1

O g)=Pr(Y=1)=Pr Xpar)=Pr(X=2,4,6,..) =(1/22+
(1/2)* + (1/2)8 + ...... =

ST 550 )

1 4 .1

T1-1/4 3 3
0 NotequePr(Y=-1)=Pr(Ximpar)=1-Pr(Y=1)=2/3
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Transformacao de uma variavel
aleatoria continua

a Objetivos

O Seja X umav.a. continua, e h(.) uma funcéo
conhecida. Entdo Y =h(X) € também umayv.a. e
desejamos encontrar sua densidade.

0 Dois métodos serdo apresentados:
0 O método da funcao de distribuicao
0 O método do jacobiano

0 Cada método tem (obviamente) suas
vantagens e limitagdes
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Método da Funcéao de
Distribuicao
a Sejam X e Y = h(X) variaveis aleatdrias continuas.

A densidade de Y pode ser encontrada através do
seguinte procedimento:

a 1) Encontre o conjunto de todos os valores
possiveis de'Y.

O

RI®

a 2) Calcule a funcao de distribuicdo de Y, ou seja,
para cada valor y da variavel aleatéria Y compute
G(y) = Pr (Y £y) escrevendo-a em termos do
evento equivalente para X.

a 3) Calcule a derivada de G(y) com relacao avy.
Isto fornece a densidade de Y, g(y).
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Método da Funcao de
Distribuicao

OEstes 3 passos sdo usualmente
conhecidos como o "método da funcéo de
distribuicao".

0 Note que o método €é bastante geral, e
nenhuma condicéo € imposta a funcéo h(.)
gue relaciona as variaveis X e Y. Por
exemplo, ndo é necessario que esta
funcao seja injetora.
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo

0 Seja X uma v.a. Uniforme(0,1). Seja Y = - log (X) onde
log indica o logaritmo na base e.

a Encontre afuncéo de distribuicdo e a densidade de Y.
a Solugao

0 Os valores possiveis de Y estéo no intervalo [0, + ),
pois quando X tende a zero, log(X) tende a -o, e Y
tende a +eo. Também, quando X tende a 1, log(X) = 0.

0 A funcéo de distribuicdo de Y é: G(y) =Pr (Y<y)
=Pr(-logX<y)=Pr(logX>-y)= Pr(X>eVY)=
= [ f()dx=[dx=1-e”
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

0 A densidade de Y é obtida por diferenciacéo de
G(y) com respeito ay.
dG(y) _d@-e”) _

dy — dy

0 Note que Y assim gerado é umav.a. com
densidade Exponencial e média 1.

0 Este exemplo é uma aplicagdo importante do
método da funcao de distribuicdo que pode ser
utilizado na geracédo de variaveis aleatérias com
densidade Exponencial, como mostrado a seguir.

—(-De?=e?,y>0

g(y) =
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Método da Funcéo de
Distribuicao - exemplo

a Logo, se X € Unif(0,1) entdo Y =-log(X) é
Exponencial(l).

0 Qual aimportancia disso? Variaveis exponenciais
servem para modelar tempos de duragéo de
equipamentos, ou tempos entre ocorréncias
(quando o numero de ocorréncias € Poisson).

a O Excel possui um simulador para diversas
distribuicbes de probabilidade, mas nao para a
Exponencial. Por que? Porque o algoritmo padréo é
exatamente este que acabamos de mostrar, ou seja,
€ muito FACIL gefraniv@iiaueimexponenciais. 13

Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

o Considere o exemplo anterior e suponha que geramos uma
amostra aleatdria de 10000 observac6es da densidade Unif(0,1) no
Excel, como mostrado nas proximas figuras.

@Eﬂe Edit View Insert Format Tools Data Window Help

DSEHSERY [RS8 - 85|

=
(i

w‘m|-ﬂ‘m|m|h‘u|m|a

t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Yariances
z-Test: Twa Sample for Means

o

t-Test: Paired Two Sample for Means
t-Test: Two-Sample Assuming Equal ¥ariances

r

w

=
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Método da Funcéo de
Distribuicao - exemplo
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo v
0 O histograma das 10000 observacgdes geradas é:

Histograma - 10000 observagdes da Unif(0,1)
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo

0 Agora criamos uma nova coluna de 10000
observacdes usando a transformacao Y =
-log (X) onde X € um valor gerado da
distribuicado Unif(0,1).

0 O histograma da nova amostra deve ter
um comportamento decrescente, que se
“pareca” com uma densidade Exponencial
com média 1. Este histograma é mostrado
na proxima figura.
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

Histograma (Variavel Exponencial)

Freqliéncia

n
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo
O Suponha que desejamos generalizar este

exemplo de maneira a gerar uma v.a.
Exponencial com parametro A qualquer.

a Novamente, X é Unif(0,1).
0 Note que a funcéo de distribuicéo de X é:

0 se x<0
F(X)=Pr(X <x)={x se 0<x<1
1 se x>1

O Neste caso s6 nos interessam os valores
de x entre0Oe 1.
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

. -1 ) .
0 Seja Y=7|09(X) onde A é>0elogindicao
logaritmo natural.

0 Qual afuncéo de distribuicdo de Y? Note que Y >0
sempre.

G(y)=Pr(Y <y)= Pr(;llog X < y) =Pr(logX >-2y)=
—Pr(X >e)=1-Pr(X <e”)=1-e"

O Mas, das propriedades da densidade Exponencial,
notamos que Y assim definido é Exponencial com
parametro A, isto é:
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo

g(y)=A.exp(-2y) ondey>0 e 1>0
a Logo, atransformacao:

=_71log(><)

a Gera, a partir de uma variavel Unif(0,1), uma
variavel Exponencial com média 1/A.

a No proximo “slide” exibimos uma aplicacao
deste resultado.
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

0 O histograma de 20000 observacgodes geradag
da Unif(0,1) esta a sequir.

Histograma das 20000 v.a. Unif(0,1) geradas
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo

PUC

RIB

0 A seguir esta o histograma de 20000
observacdes geradas a partir da
transformacéao Yz%log(x)

0 Estas observacdes devem ter densidade
Exponencial com parametro 2.
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Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

PUC

RIG

Histograma da 20000 observagdes geradas da Expo(2)
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Método da Funcéao de
Distribuicao - exemplo

0 Podemos calcular empiricamente algumas
probabilidades e compara-las com os
valores reais, obtidos da densidade
Exponencial.

0 O resultado tedrico é: Pr(YLy) = 1- exp(-2y)

0 A mesma probabilidade pode ser estimada
através de:

numero de observagdes geradas <y
20000
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Pr(y <y)=

Método da Funcao de
Distribuicao - exemplo

Pr(Y<=y) Pr(Y<=y) Pr(Y<=y) | Pr(Y<=y)
y empirica tedrica y empirica tedrica
0.10 18.08% 18.13% 1.20| 90.87% 90.93%
0.20 33.27% 32.97% 130 | 92.53% 92.57%
0.30 45.30% 45.12% 140 | 93.94% 93.92%
0.40 54.95% 55.07% 150 | 95.08% 95.02%
0.50 63.05% 63.21% 1.75| 97.12% 96.98%
0.60 69.65% 69.88% 2.00 | 98.28% 98.17%
0.70 75.36% 75.34% 2.25| 98.91% 98.89%
0.80 79.72% 79.81% 250 | 99.32% 99.33%
0.90 83.45% 83.47% 2.75| 99.58% 99.59%
1.00 86.50% 86.47% 3.00 | 99.77% 99.75%
1.10 88.91% 88.92%

monica@ele.puc-rio.br 26

Método da Funcéao de
Distribuicao

a A Transformacédo Y = X2

0 Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade
f(x) e funcédo de distribuicao F(x).

0O Seja Y = X2 Entdo a densidade de Y é:

1
9(y) =m.[f(ﬁ)+ fF(Y)]

0 Nota: o Unico cuidado que dever ser tomado ao usar
esta formula é fazer as adaptacdes necessarias quando
X (a variavel or|g|nal) for definida apenas naregidao x 20
(oux<0), p0|s neste caso um dos termos Vy ou - \y
acima sera nulo.

monica@ele.puc-rio.br 27

Método da Funcao de
Distribuicao

o Demonstracao
0 A funcéo de distribuicdo de Y é:

G(y) =Pr(Y <y) =Pr(X?<y)=Pr(—/y < X <,[y) =

=F(/y)-F(~/y)
0 A densidade de Y é encontrada por diferenciacéo:
a(y )—dGi;y) [y J.f(ﬁ) ( Y J.f(—ﬁ)=

:fm (f)—l[f(ﬂn(f)]

(
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Método da Funcéao de
Distribuicao

0 Exemplo 3

O Seja X uma v.a. continua com densidade:

1 2
f (x) =—=.e*'?,onde x e um numero real

J2r

a Veremos depois que esta € a densidade Normal
(ou Gaussiana) com média zero e variancia 1.
Seja Y = X2. Encontre a densidade de Y utilizando
o teorema anterior.
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Método da Funcao de
Distribuicao

o Exemplo 3 (continuacao)

1
a(y) —ﬁ.[f W)+ F )]

1 _ 5y 1 5y
eIz e(ﬁm}

()_1{
= v\ Ver 2z

zeylz} L g paray >0

1

0 Veremos depois que esta é a densidade
Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade.
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Método da Funcéao de
Distribuicao

0 Vantagens e Desvantagens do Método

o O método da funcdo de distribuicdo é bastante
geral, pois pode ser empregado para
transformagdes néo injetoras.

a Mas muitas vezes é dificil escrever a funcao de
distribuicdo de Y e deriva-la.

a Por isso apresentamos um método adicional para
calcular a densidade de uma funcdo de uma
variavel aleatéria, que € chamado de método do
Jacobiano. O método do Jacobiano requer que a
funcéo Y = h(X) seja injetora.

monica@ele.puc-rio.br 31

Método do Jacobiano

0 Seja X uma variavel aleatéria continua definida num
intervalo (a,b), com densidade f(x) e funcdo de
distribuicao F(x).

0 SejaY = h(X) onde h(.) € uma funcéo continua e
injetora (ou seja, cada x € levado num vy diferente).

0 Entdo a densidade de Y, g(y), pode ser encontrada
da seguinte maneira:

g(y) = f(x).

dx,
dy
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Método do Jacobiano

a Por que o modulo |dx/dy| aparece na
formula anterior?

a Para garantir que g(y) seja sempre 20, pois
dx/dy pode ser negativo!

Também, x na expressao anterior esta
escrito em funcao de y, ou seja, a variavel
“velha” esta em funcéo da variavel
“nova’.
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Método do Jacobiano

iomas?

0 Na expressdo anterior, x = hly) é
expresso em termos da "nova" variavel y.

a Se h(.) for uma funcédo crescente (isto €,
X; £ X, implica em h(x;) < h(X,)) entdo o
intervalo de valores possiveis para Y é

(h(a), h(b)).

a0 Se h() é decrescente, o intervalo de
definicdo de Y é (h(b), h(a)).
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Método do Jacobiano - exemplo

0 Seja X uma variavel aleatéria continua
com densidade:

m 4 _ym

—x"te e x>0,m>0,a>0
f(X)=1a

0 do contrario

0 Esta densidade € chamada de densidade
Weibull, e € muito usada para modelar o
tempo de duragédo de componentes
eletronicos.

Q SejaY = XM . Encontre a densidade de Y.
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Método do Jacobiano - exemplo

0 Note que Y =X™ éinjetora quando x > 0.

dy m’

O Pelo método do Jacobiano, adensidade de Y é:

y=x"ox=y""=

gl 07T |y
g(y)—a-(y )".exp{ - H ]

m

a Apos simplificacdes, encontramos:

o(y)=Le para y>0
o
0 Note que Y tem densidade Exponencial com
media a.
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Método do Jacobiano — exemplo
(para casa)

a A velocidade de uma molécula de gas € uma
variavel aleatéria continua V com densidade dada

por:
f(v)= av2e™ onde b é uma constante gue depende dogasev>0

a E a > 0 é uma constante determinada a partir do
fato de f(v) integrar a 1 no intervalo (0, + «). Seja
Z a energia cinética da molécula de gas, dada

or. 2
p 7 _ mV

a Encontre a densidade de Z (vocé pode usar o
meéetodo do Jacobiano ou o da funcédo de
distribuicéo)
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Método do Jacobiano —
exemplo (para casa)

RYT

0O A duracao (Y) de componentes eletronicos
€ as vezes modelada pela densidade
Rayleigh, mostrada a seguir.

f(y)= [ﬂjexp{‘f } onde y >0

0

0 Encontre a densidade de U = Y2,

0 Use o resultado acima para achar a média
e variancia de U.
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Transformacdes de Variaveis
(para casa)

O Seja X uma v.a. continua com densidade:
- f(x):% x>1
X

0 Encontre adensidade de Y = 1/X
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Transformacdes de Variaveis
(para casa)

0 O preco de um ativo financeiro € uma v.a.
continua com densidade:

f(x)=2xe™ onde x>0

0 Encontre a densidade de Y = X2.
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