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0 Vetores Aleatorios
o Densidades Conjuntas
0 Densidades Marginais
aDensidades Condicionais
alndependéncia
a Covariancia e Correlacéao
o Momentos Condicionais
0 Curva de Regresséo
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Objetivos

a Na pratica, freqientemente encontramos
variaveis aleatdrias em conjunto, por
exemplo:

o Preco e venda de um produto

o NUimero de passageiros num voo da Ponte Aérea e
horério de embarque

0 IBOVESPA e Risco Brasil

o Juros, Taxa de Cambio, Inflagcéo, Nivel de Atividade
da Industria e Risco Brasil

0 Como estudar o comportamento destas
variaveis em conjunto? Este é 0 nosso
objetivo no Cap. 5 do livro.
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Objetivos

0O Encontrar distribuicdes de probabilidade
conjuntas para expressar a relacéo entre duas
ou mais variaveis aleatorias.

0O Encontrar distribuicdes de probabilidade
condicionais que expressam o efeito de um
subconjunto de variaveis sobre outro
subconjunto de variaveis.

O Encontrar distribuicdes de probabilidade
marginais que indicam o comportamento de
uma unica variavel sem o efeito das outras.
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Objetivos

a Definir e verificar as implicacdes da
independéncia entre variaveis aleatérias.

a Definir medidas da associacao entre duas
variaveis, como a covarianciae o
coeficiente de correlacao.

Q Definir os momentos condicionais,
estudar algumas de suas propriedades e
apresentar a curva de regresséao.
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Vetor Aleatorio

0 Seja E uma experiéncia aleatoria com
espaco amostral S. Sejam X, X, ...., X,
funcdes que associam numeros reais a
cada resultado da experiéncia E.

a Entdo (X, X,, ...., X,) € um vetor aleatorio
de dimenséao k. O caso particular k =2
sera de interesse especial aqui, e
estaremos apresentando as definicoes
para vetores aleatorios bidimensionais.
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Funcao de Prob. Conjunta

O Sejam X; e X, variaveis aleatorias discretas. A
funcéo de probabilidade conjunta de X; e X, € uma
funcéo ndo negativa f (x,x, ) tal que:

O Pr (X; =Xy, X; =X;) = f(X1,Xp)

a Esta definicdo pode ser estendida de maneira trivial
para uma n-upla de variaveis aleatorias X; ,X, ,...,X.
Analogamente ao caso unidimensional, o somatorio
da funcao de probabilidade conjunta para todos os
valores de X, e X, deve ser 1,isto é:

Y 2 fax)=1

todo x, todo x,
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Densidade Conjunta

O Sejam X, e X, variaveis aleatorias continuas. A
densidade conjunta de X; e X, € uma funcdo néo
negativa f (x;,x,) tal que, para qualquer
subconjunto A de R

Pr{(xl’ Xz)e A}:I f(Xsz)dX1dX2

A

a Em particular, para calcularmos a probabilidade
de X, e X, estarem num retangulo so6 precisamos
calcular aintegral dupla a seguir:

b ed
Pria< X, <b,c< X, <d)=[ [ f(x,%)dxdx
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Condicéao de Normalizagao

a A condicdo de normalizacdo no caso
bivariado € analoga ao caso univariado. A
integral (ou somatoério duplo) da densidade
(ou funcéo de probabilidade) conjunta deve
ser 1. Ou seja:

o Parav.a. discretas

z zf(xlvxz)zl

todo x, todo x,
a Parav.a. continuas
j If(xl,xz)dxldxz =1

—00 —00
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Densidade Conjunta/Funcéo de
Probabilidade Conjunta

QInterpretacao

0 Pode-se fazer uma analogia com a
probabilidade da intersecédo de dois eventos.

0OA densidade (ou a funcéo de probabilidade
conjunta) permite o célculo de probabilidades
relativas as duas variaveis simultaneamente,
onde os efeitos das duas variaveis sao levados
em consideracdo ao mesmo tempo.
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Densidade Conjunta/Funcéo de
Probabilidade Conjunta

QO Mas, 0 que acontece se desejamos “olhar”
para cada uma das variaveis separadamente,
ignorando por completo o efeito da(s)
outra(s)?

alsso nos leva ao conceito de densidade (ou
funcéo de probabilidade) marginal.
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Densidade Marginal

0 Sejaf (x,,x,) a densidade (ou fungéo de
probabilidade conjunta de X, e X..

0O A densidade marginal de X, é dada por:

[ f(x,%,)dx, no caso continuo

fi(x) =14
> f(x.,x,) nocaso discreto

todo x,

0 Analogamente, a densidade marginal de X, €

dada por: (-
J f(x,X,)dx, no caso continuo

f, (%) =4~
> f(x.%,) nocasodiscreto

todo x;
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Densidade Marginal

a Nota

a Arigor, no caso discreto, deveriamos chamar f,(x,)
e f,(x,) de fungdes de probabilidade marginais.

o E importante perceber que as densidades
marginais definidas na pagina anterior nos
permitem calcular probabilidades para uma variavel
IGNORANDO COMPLETAMENTE o efeito da outra
variavel. Por exemplo:

b
Pr(a < X, <b) = [ f,(x)dx,

0O que seria a expressédo usada se X, “néo existisse”.
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Densidade Condicional

o Densidade Condicional de X, dado X,

£ (%, | %)= f}f"(i)’(ix)z) desde que f,(x)>0
1

o Densidade Condicional de X; dado X,

f(x]x,) :M desde que f,(x,) >0

f,(x,)

o Note a semelhanca entre a definicdo de densidades
condicionais e a de probabilidade condicional. A
densidade condicional expressa a distribuicéo de
uma das variaveis sujeita a uma informacéao
adicional, que é a ocorréncia da outra variavel.
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Densidade Condicional

O Estas densidades nos permitem calcular
probabilidade condicionais. Se as variaveis
aleatdrias sédo continuas:

Pra< X, < b|X, = X,)= I:f(xz\xl)sz

0 E adensidade condicional de X, dado X,=x,.
Analogamente podemos escrever a densidade
condicional de X, dado X,=x, como:

Pr(C <X, <d|X, = Xz): Ld f(xl‘xz)jxl
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Densidade Condicional

0 As definicdes no caso discreto sdo analogas.

0 No caso continuo nao faz diferenca se o
intervalo (a, b) é fechado ou aberto, isto &, nédo
faz diferenca se substituirmos um ou mais dos
sinaisde" <" por" <",

0 No caso discreto existe diferenca se o intervalo
€ aberto ou fechado, por exemplo, desejarmos
calcular Pr(a £ X, < b) (ou a probabilidade
condicional de X, estar neste intervalo dado X,
= X,) devemos incluir os pontos a e b no
Cé.ICUIO. monica@ele.puc-rio.br 16




Densidade Condicional

0 No caso continuo surge uma dificuldade.
Como interpretar a probabilidade condicional
de que (a< X, <b) dado que X, =x,jaqueo
evento {X; = x,} tem probabilidade zero?

O A resposta é: pense em x, COmo um
parametro desta distribuicdo condicional — a
medida que este parametro varia, a
distribuicdo condicional assume novas
formas.
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Exemplo 1

O Sejam X e Y variaveis aleatorias discretas com a
seguinte funcéo de probabilidade conjunta:

Pr(X=x)—» X=0 X=1 X=2 X=3
Pry=y) {
Y=0 0.2 0.1 0.1 0
Y=1 0.1 0.1 0.1 0.1
Y =2 0 0.1 0.1 0

0 Encontre as densidades marginais de X e'Y.
0 Encontre a densidade condicional de X dado Y = 0.
0 Encontre a densidade condicional de Y dado X =0.
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Exemplo 1

a A funcéo de probabilidade marginal de X é
dada por:
f()=Pr(X=x)= D f(x,y)=D Pr(X =xY =) =22:Pr(X =xY =Yy)
o Logo: o o a
f(0) =Pr(X=0)=0.2+0.1+0=0.3
f (1) =Pr(X=1)=0.1+0.1+0.1=0.3
f(2)=Pr(X=2)=0.1+0.1+0.1=0.3
f(3)=Pr(X=3)=0+0.1+0=0.1

a A funcéo de probabilidade marginal de Y é
encontrada de maneira analoga. Verifique que:
Pr(y=0)=Pr(¥y=1)=0.4e Pr(Y=2)=0.2.
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Exemplo 1

o A funcéo de probabilidade condicional de X dado
Y = 0 é obtida pela divisdo da conjunta pela
probabilidade de Y ser igual a zero (0.4). Entao:

f(x| Y = 0) = f(x,0)/Pr(Y=0) = f(x,0)/0.4
para os diversos valores de X.

f(0]0) = Pr(X=0]Y =0) =1f(0,0)/0.4 = 0.2/0.4 = 0.5
f(1/0) = Pr(X=1]Y =0) =1f(1,0)/0.4 = 0.1/0.4 = 0.25
f(2]0)=Pr(X=2|Y =0) =f(2,0)/0.4 = 0.1/0.4 = 0.25
f(3]0) = Pr(X=3|Y =0)=1(3,0/0.4 =0/0.4=0

monica@ele.puc-rio.br 20




Exemplo 1

a A funcao de probabilidade condicional de Y dado
X =0 é a conjunta divida pela probabilidade de X
ser igual a zero, que € 0.3.

fy | X=0)=(0, y)/ Pr (X =0) =f(0, y) /0.3

f(0|0) = Pr(Y =0 | X =0) =1f(0,0)/0.3 = 0.2/0.3 = 2/3
f(110) = Pr(Y =1| X =0) =f(0,1)/0.3 = 0.1/0.3 = 1/3
f(2|0) = Pr(Y =2 | X=0)=1(0,2)/0.3=0/0.3=0

o Note que a soma destas probabilidades para todos os
valores de Y é 1 (ou seja, a funcdo de probabilidade
condicional satisfaz a condicdo de normalizagdo). O
mesmo acontece para a condicional de X dado Y = 0 da
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Notas

RYT

0 Deve-se ressaltar que as funcdes de probabilidade

(e densidades) marginais e condicionais sao
funcdes de probabilidade (ou densidades)
propriamente ditas, ou seja, devem obedecer a
condicao de normalizacao, como observado neste
exemplo.

A densidade (ou funcéo de probabilidade conjunta)
deve satisfazer uma condicao de normalizacéo que
envolve uma integral ou somatorio duplo (no caso
de um vetor aleatério de dimenséo 2, como o que
estamos tratando aqui).
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Exemplo 2

0O Sejam X e Y variaveis aleatérias continuas
com densidade conjunta:

-x/2 A-y/3

f(x,y)=ce ‘e sex>0ey>0

0 Encontre a constante c tal que f(x, y) seja
uma densidade.

Q Calcule as densidades marginais de X e Y.
a Calcule Pr (X > 2).
O CalculePr(1<Y<3)
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Exemplo 2

O A constante € encontrada a partir da
condicdo de normalizacdo, isto €, fazendo
a integral dupla sobre todos os valores de
XeYigual aum.

” f(x,y)dxdy =1= ”c.e’x’z.e’y“dxdy :J'c.e’y“dy_fe’”zdx =
00 00 0 0
[ -y/3 1 [ -y/3 1
:J'c.e | 0—-— dy:IZ.c.e dy=2c/|0-———|=6.c
0 (-1/2) o (-1/3)

OEntdo6c=1=>c=1/6
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Exemplo 2

a A densidade marginal de X é:

[ g e X2 gy/3 x/zoO E e 1
LO0=]fOuydy=]<e dy = 6 fereay=2—lo-— |-
0 0 0

6

1
=2 se x>0

a Ou seja, X tem densidade Exponencial com média
2.

monica@ele.puc-rio.br 25

Exemplo 2

0 A densidade marginal de Y é:
f I 01 x/Z —y/3 1 —y/Sw —x/2
S = f o y)dx=e = e e ax=
0 0 0

:e*y/3'0_ 1 :Ee_y/3sey>0
6 (-1/2)) 3

O Isto é,Y é Exponencial com média 3.
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Exemplo 2

Q A probabilidade de X > 2 é calculada a
partir da densidade marginal de X.

Pr(X >2) = j e’ x:;{O—(_ilz)}:e-l

0 De maneira semelhante, Pr(l< Y< 3) é
computada a partir da marginal de Y.

Prl<Y <3)= _[ e’ %{ﬁ}(e"”s - e*1’3):

=e* -1 =0.7165-0.3679 = 0.3486
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Exemplo 2

a Nota:

0 A probabilidade de X > 2 poderia ter sido
calculada também através da densidade
conjunta, notando-se que os seguintes
eventos sdo equivalentes:

{X>2}={X>2nY qualquer}={X >2nY >0}

+00 o0

r{X >2}= ”%e’“ze’y”dxdy Je Yadyl 2672 e’lje y’3dy e'{+3f=¢e"
02
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Exemplo 2

* oms.”

°

0 Analogamente, a probabilidadede 1 <Y <3
poderiater sido calculada também através
da densidade conjunta usando um
argumento semelhante ao do slide anterior.
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Exemplo 3

0 Suponha que X e Y tém densidade conjunta:

f(x,y)=%+x2 onde0<x<le 0<y<?2

1) Calcule as densidades marginais de X e Y.

2) Encontre a densidade condicional de Y dado
X =X.

3) Encontre a densidade condicional de X dado
Y =y.
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Exemplo 3

0 A densidade marginal de X é:

2 2
f, (x) =.[f(x,y)dy =I(X—g+ xzjdy =2.x° +%,onde 0<x<1
0 0

0 A densidade marginal de Y é:

1 1 Xy , 1 y

fy(y)=£f(x,y)dx:£(3+x jdx:3+6,onde0§ys2

0 A densidade condicional de Y dado X =x é
dada por:

s 2
fyhg=tben 37" 1

L0 2X 0 2
3
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{XJF yIB} onde xe(0,1]eye[0,2]
x+1/3

Exemplo 3

0 Note que existe um namero infinito de densidades
condicionais de Y dado X =x, cada uma paraum
valor de x diferente no intervalo (0,1].

a Por exemplo, se x =1, a densidade condicional de
Y dado X =1 é:

1(1+y/3) 1(3 y) 3 y
f(y[x=1) =2, 2314 =214+, onde y € (0,2
(yIx=1) 2(1+1/3) 2(4)(%] 8(+3j ondey <(0.2]
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Exemplo 3

0 Abaixo exibimos um gréafico com 3 densidades

condicionais. Note que, a medida que o
“parametro” x se altera, a forma da densidade
condicional muda.

Densidades Condicionais de Y dado X
075, ‘ : ‘
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Exemplo 3

O A densidade condicional de X dado Y =y é:
Xy

X2+ 2
Fx|Y =y) =t W _ T 33X XY ey c01]eye0,2]

f,(y) 1[1+Xj 1+y/2
30 2

O Substituindo-se Y =1 acima encontramos a
densidade condicional de X dado Y =1;
3x+x 2

=< (3.x% +x) onde x € (0,1]
1+1/2 3

f(x|Y =1) =

0 Se agorafazemos Y =2 encontramos outra
densidade condicional:

3x2 42X (3.x%+2x)
1+1 2

f(x|Y=2)= ,onde x €(0,1]
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Exemplo 3

Densidades Condicionais de X dado Y =y
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Exemplo (para casa)

RIG

O Sejam X e Y v.a. continuas com densidade

conjunta: f(x,y)=cy’+2xy onde0<x<1 e 0<y<1l

O Encontre a constante ¢ que faz desta expressao
uma densidade.

Encontre a densidade marginal de X.
0 Encontre a densidade marginal de Y.
0 Encontre a densidade condicional de X dado Y =vy.
0 X e Y sao independentes? Por que? Justifique?
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Independéncia

O Sejam X; e X, variaveis aleatorias continuas ou
discretas. Dizemos que X; e X, sdo independentes
se sua densidade conjunta pode ser fatorada como
0 produto das respectivas densidades marginais.

O )= )1,

a Em particular, no caso de duas variaveis discretas,
esta igualdade deve valer para todos os valores
possiveis de ambas as variaveis, e portanto, para
demonstrar a dependéncia entre duas variaveis,
basta mostrar que aigualdade néo se verifica para
algum par de valores de x; e X,.
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Independéncia

o Consequéncias
O Se X; e X, séo independentes entdo:

1) As densidades condicionais sao iguais as
densidades marginais correspondentes.

2) Os momentos (média, variancia, etc ...)
condicionais sao iguais aos momento
correspondentes calculados a partir das
densidades marginais.

3) Se X, e X, sao independentes com densidades
marginais f,(x,) e f,(x,) entéo:
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Independéncia

0 Conseqléncias
Pr(a <X;<b, c <X,<d) = Pr(a <X;<b). Pr(c <X,<d)
para quaisquer a<b, c<d.

4) Sejam X, e X, variaveis aleatorias
independentes com densidades marginais f;(x,)
e f,(x,). Entdo, se todos os valores esperados
abaixo existirem:

Efu(X)v(Xz)]=E[u(X)].E[v(X;)]
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Independéncia

a Consequéncias

O valor esperado de um produto de
funcbes de variaveis aleatorias onde cada
funcdo depende apenas de uma das
variaveis aleatorias é igual ao produto
dos valores esperados das funcdes
individuais sempre que as variaveis
aleatorias X; e X, forem independentes.
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Exemplo 1 - continuacao

Q Sejam X e Y variaveis discretas com funcao de ¢
probabilidade conjunta do Exemplo 1:

Pr(X=x) - X=0 X=1 X=2 X=3
Priy=y) ¥
Y=0 0.2 0.1 0.1 0
y=1 0.1 0.1 0.1 0.1
Y =2 0 0.1 0.1 0

0 X e Y sao independentes? Por que?
Por exemplo,
Pr(Xx=0)=0.2+0.1+0=0.3e
Pr(y=0)=02+0.1+0.1+0=04
Mas, Pr(X=0,Y =0) =0.2= (0.3)(0.4).
Logo, X e Y n&o séo independentes
(sao dependentes) !
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Covariancia

Q A covariancia entre as variaveis X; e X, é
definida como:

COV(X., X,)= E[(X1 _,Ul)-(xz _,Uz)]: E[erz — Xy = . Xy +ﬂ1-ﬂz]:
:[E(Xl-xz)_ﬂl-E(Xz)_ﬂz-E(xl)+/11-/Uz]:
=E(X.X,) — w10,

a Onde u, = E(X;), u, = E(X,) s@o as médias de X, e
X,, computadas a partir das densidades
marginais.

0 Note que a covariancia € um valor esperado que
envolve simultaneamente as duas variaveis, por
isso ela deve ser calculada a partir da densidade
conjunta de X; e X,.

monica@ele.puc-rio.br 42

Covariancia

0 Da expressao anterior pode-se notar que a
variancia é apenas um caso particular da
covariancia. Por exemplo, fazendo X, = X;
na ultima expresséo leva a:

COV(Xl’ X1) = E[(X1 - ,u1)-(X1 - /"1)] = El(xl - ﬂl)ZJ:VAR(Xl)

a Obviamente poderiamos ter derivado a
variancia de X, pelo mesmo procedimento.
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Coeficiente de Correlagao

0 O coeficiente de correlagéo entre X; e X,,
denotado por p, € definido como:
___COV(Xy,X,)
P= JVAR(X,)AVAR(X,)

0O coeficiente de correlacdo €é a
covariancia dividida pelo produto dos
desvios padrbes das duas variaveis, ou
seja, € uma medida padronizada (e
adimensional) da covariancia.
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Coeficiente de Correlagao

a Se X; e X, s@o independentes, entdo p =0 (X, e X,
sdo descorrelatados).

O A reciproca deste fato NAO E verdadeira, ou seja,
CORRELACAQ ZERO NAO IMPLICA EM
INDEPENDENCIA.

Q A Unicainstancia em que as duas condi¢cdes sdo
eqguivalentes (correlagcdo zero e independéncia) é
no caso de variaveis Normais.
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Coeficiente de Correlagao

o O coeficiente de correlagdo entre X, e X, é um
valor entre -1 e +1. Além disso ,p=+1loup =-1
se e somente se, X; e X, é uma funcéo linear de
X

! p=+l< X, =aX,+b ondea>0

p=-1<X,=aX,+b ondea<0

0 Mas, é importante notar que o coeficiente de
correlacdo é uma medida de associacédo LINEAR
entre as variaveis, ou seja, ndo diz nada sobre a
relacdo entre X,J e X,* onde j e k sdo diferentes de
1.
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Momentos Condicionais

O Sejam X, e X, variaveis aleatorias continuas ou
discretas.

0 Podemos definir o valor esperado condicional
de X, dado X, = x; como o valor esperado de
X, usando-se a densidade condicional de X,
dado X; = x; (ao invés de usarmos da
densidade marginal de X,).

a No caso continuo:
EQG X =x) = [ %06 [ x)dx,
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Momentos Condicionais

O O caso discreto € analogo, apenas substituindo
aintegral pelo somatoério paratodo valor de X,.

0O Note que E(X, | X; =X, ) €uma funcéo de x,, e X,
€ um valor da variavel aleatoria X;.

0 O grafico da fungdo E(X,|x,) versus os valores
possiveis de x, € chamado de regresséo de X,
em x, ou Curva de Regresséo de X, em X,.
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Momentos Condicionais

0 Pode-se mostrar que, se X, e X, tém
densidade Normal bivariada (uma densidade
Importante que estudaremos posteriormente),
a curva de regressdo de X, em X, €, na
verdade, uma reta, ou seja, E(X, | X; = x,) tem
aforma: a.x; +b.

0 E claro que uma “curva” de regresséo linear
nao é aregra, € a excegdo, mas uma excegao
tdo importante que da origem aos meétodos
de regressao linear usados na préatica!
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Momentos Condicionais

0 Analogamente a definicdo de média
condicional, podemos também definir a
variancia condicional de X, dado X; = X;.
Esta € a variancia calculada usando-se a
densidade condicional ao invés da
marginal. Por exemplo, no caso continuo:

0

VAR(XZ\X1 =%, )= I(xz —,uz‘l)z f(xz\xl)dx2 onde

—0

Hoy = E(X,|X, =x) ¢ amédia condicional
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Exemplo 3

0 Considere novamente o Exemplo 3, isto é, X e Y tém
densidade conjunta:

f(x,y)=%+x2 onde0 < x < le0<y <2

0 Javimos que a densidade condicional de Y dado X =x
é:

W
Fylx) =YD - =1.[X+y’3}, ondex e (0,1]ey <[0,2]
fi(x) X, o2 2| x+1/3
3

0 Note que nesta densidade, Y é a variavel aleatoéria, e X
deve ser pensado como um parametro que caracteriza
adensidade (um “numero”).
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Exemplo 3

0 A média e variancia condicionais de Y dado
X =x séo calculadas a partir desta
densidade. ) )
E(Y|X=x)=£y.f(y|x)dy=.(|;y.(zx+y/3 Jd - ! )jy.(x+1jdy=

(x+1/3) x+1/3)] 3
1 xy? v )2 1 ( 8) 9x + 4
= |+ = X+—|=
2x+1/3) 2 9 Jly=0 2(x+1/3) 9) 9x+3

0 Note que isso é uma funcéo de X.

0 Calcule a variancia condicional (para casa).
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Exemplo 3 Exemplo 4 (para casa)
0 Acurvade regressdo de Y em X € o grafico da 0 Considere a seguinte densidade conjunta:
média condicional calculado na pagina anterior para 1
todo valor de X (isto é, X no intervalo (0,1)). f(x, y):__e*yfz, X>0,y>X
4
o deaso seven a) Ache a densidade marginal de X.
\_\ b) Ache a densidade marginal de Y.
'\.\_\ c) Calcule Pr(X>1 | v < 4)
L Dica: e ( 1)
-l T J.u-e dU =—/|U——
--------- a a
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Exemplo 5 (para casa) Exemplo 6 (para casa)

0 Considere as seguintes distribuicGes 0 Sejam tX e Y v.a. continuas com densidade
. ) conjunta:
conjuntas: : f(x,y)=cx*+xy onde0<x<1l e 0<y<l1
= _¥2 _y2
Qa) flx,y)=4xy.exp{-x*-y%}parax20,y 20 0 Encontre a constante ¢ que faz desta expressao
ab) f(x,y)=3x%y3para0<x<y<1 uma densidade.
0 Em cada caso, determine se X e Y sdo 0 Encontre a densidade marginal de X.
independentes. 0 Encontre a densidade marginal de Y.
0 Encontre a densidade condicional de Y dado X =
X.

0 Ache a média condicional de Y dado X = x.
0 X e Y sao independentes? Por que? Justifique.
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