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Distribuigcbes Derivadas da
Normal

0 Densidade Qui-quadrado com k graus de
liberdade

Seja X uma variavel aleatdria continua e positiva
com densidade dada por:

1 k
f(X)=———
2k/2r(kJ

-x/2

-1
X2 e onde x>0
2

0 Entdo X tem densidade Qui-quadrado com k
graus de liberdade, e escrevemos: X ~ %2
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Distribui¢des Derivadas da
Normal

0 A densidade Qui-quadrado é apenas um caso
particular de uma outra densidade chamada
densidade Gama, que também inclui a
Exponencial como caso particular.

0 Se X é Qui-quadrado com n graus de liberdade
entao:

n/2
E(X)=——=n
X) 1/2
n/2
VAR(X)=——-=2n
CO=r2y
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Distribuicdo Qui-Quadrado

Densidades Qui-Quadrado
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Distribui¢géo Qui-quadrado Distribuicdo Qui-quadrado
RIG RIO
~ . . v~ . brobabilidade —P 0.01 005 0.10 025 050 0.75 0.90 0.95 0.99
0 Tabelas da funcao de distribuicao Qui-
liberdade ¢
q u ad rad O 1 0.000 0.004 0.016 0.102 0.455 1.323 2.706 3.841 6.635
2 0.020 0.103 0.211 0.575 1.386 2773 4.605 5.991 9.210
1 1 - A 3 0.115 0.352 0.584 1213 2.366 4.108 6.251 7.815 11.345
D A- d en S I d ad e Q u I -q u ad rad O e tab el ad a p ar a 4 0.297 0.711 1.064 1.923 3.357 5.385 7.779 9.488 13.277
diversos graus de liberdade. 5 0554 1145 1610 2675 4351 6626 923 | 1070 | 15086
6 0.872 1.635 2.204 3.455 5.348 7.841 10.645 12.592 16.812
7 1.239 2.167 2.833 4.255 6.346 9.037 12.017 14.067 18.475
D AS tabelas geral mente fornecem O Valor Xl-(l tal 8 1.647 2.733 3.490 5.071 7.344 10.219 13.362 15.507 20.090
q ue Pr (x < X l-a) = 1 -0 p arao = 1% , 5%’ 10% . 13 2,088 3325 4168 5809 8.343 11.389 14.684 16,919 21.666
, . 2558 3.940 4.865 6.737 9.342 12.549 15.987 18.307 23.209
Também existem tabelas gue apresentam o 11 a0ss | asts | ssie | 7sss | w0sm | wror | wars | wers | 2ems
. . , 12 3,571 5.226 6.304 8.438 11.340 14.845 18.549 21.026 26.217
Vv al or X(l tais q ue Pr (X < X(X) = a, | sto e, 13 4107 5.892 7.041 9,209 12.340 15.984 19.812 22362 27.688
14 4.660 6.571 7.790 10.165 13.339 17.117 21.064 23.685 29.141
Pr X > X = 1_ a- 15 5.229 7.261 8.547 11.037 14.339 18.245 22.307 24.996 30.578
a
16 5.812 7.962 9.312 11.912 15.338 19.369 23.542 26.296 32.000
17 6.408 8.672 10.085 12.792 16.338 20.489 24.769 27.587 33.409
18 7.015 9.390 10.865 13.675 17.338 21.605 25.989 28.869 34.805
19 7.633 10.117 11.651 14.562 18.338 22.718 27.204 30.144 36.191
20 8.260 10.851 12.443 15.452 19.337 23.828 28.412 31.410 37.566
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Distribuicdo Qui-quadrado

Q Funcao de Distribuicao Qui-quadrado no
Excel

0 Use as fungdes DIST.QUI e INV.QUI

0 A tabela anterior foi produzida usando
INV.QUI — dada uma probabilidade e o
grau de liberdade, a funcao INV.QUI
retorna o ponto correspondente da
densidade tal que a probabilidade de estar
ACIMA do ponto é a especificada como
argumento da funcéao.
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Distribuicdo Qui-quadrado

0 Funcao de Distribuicdo Qui-quadrado no
Excel

a Por exemplo, para uma Qui-quadrado com
10 graus de liberdade:

a INV.QUI(0.99, 10) = 2.558

0 INV.QUI(0.01,10) = 23.209

0 Ou seja, a probabilidade de uma v.a. Qui-
gquadrado com 10 graus de liberdade

exceder 2.558 é 0.99, e a probabilidade da
mesma variavel exceder 23.209 é 0.01.
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Distribuicdo Qui-Quadrado

-1 Microsoft Excel - Book1

File Edit Yiew Insert Format Tools Data Window Help

Valor de x parar, . , o
o qual PAn g HO|ERY (s BRBY|o-o- @ =[a 2 2l |Wa o
desejamos  |HB "w-eruls===EH@ %, B EE
cHpisT | ~] % [ =] =CHIDIST{)
Pr(X > x) A | B | ¢ | o | E | F | & | H
v\;-IIDISTCI

3—\ 15T

A x| SiE

E Deg_freedoml ) =

B pd
Graus de = / -
liberdade 8_/ eturns the one-tailed probability of the chi-squared distribution.
da QU i- ¥ is the value at which you want ko evaluate the distribution, a nonnegative
quadrado «~ 1% fumber:

% @l Forrmula resulk = OK I Cancel

13
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Distribuicao Qui-Quadrado

| Fil= Edit Wiew Insett Format Tools Data Window Help

D HSERY|S 2B 0o

@ = [Dafigurasegue que,

‘Arial R T B!H|§§§§|§ a Pr(X.> 15) guando X
cHDIST | ~] X /[ =] =CHIDIST(15;12) emzngener LT
A | B8 [ ¢ | b [ E ] F tompt2graygde

| fiberdade€0.2414

2 HIDIST
3 xR - |5
4| Deg_freedom |12 =12

5
B | = 0.241436451
= Returns the one-tailed probability of the chi-squared distribution.
E X is the value at which wou want ko evaluate the distribution, a nonnegative

g number.
A0 @l Formula result =0.241436451 ok | cancel
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Distribuicdo Qui-Quadrado

a Por exemplo:

O Supondo que X seja uma variavel aleatéria com
densidade qui-quadrado com 6 graus de

liberdade, a probabilidade de X exceder 0.87 é
99%.

a Analogamente, a probabilidade de X exceder

12.59 é 5% e a probabilidade de X estar acima de
16.81 é apenas 1%.
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Distribuicao Qui-Quadrado

0 Podemos estar interessados na pergunta
“ao contrario”. Dada uma Qui-Quadrado
com k graus de liberdade e uma
probabilidade a., qual é o ponto tal que a
probabilidade de estar ACIMA dele é a?

0 O Excel também nos da esta resposta,
através da funcao INV.CHI.
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Distribuicdo Qui-Quadrado

Da figura segue que, a

J@ File Edit view Insett Format Tools Data Window Help Pr(X > 31.4104) quando
DeE2ESRY|smas| - |@XCynauaeigd
_ ———_— —_com20grausde
| il -w -|B 7 U|= E = = Bifddade £0.05
cHony [ % o =] =CHIINV{0.05;20)
A | B | ¢ [ b [ E [ F [ & [ "
;— HITMY
_|3 Probability |0.05 ] =008
4 Deg_freedom IZD :k_] = 20
5
G = 31.41042038
? Returns the inverse of the one-tailed probability of the chi-squared distribution.
] Deg_freedom is the number of degrees of freedom, a number between 1 and 1010,
=] exchuding 10410,
10 @l Formula result =31.41042038 oK I Cancel
11
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Distribuicdo Qui-quadrado

0 A densidade Qui-quadrado € importante
no contexto de amostras aleatérias
Normais, na estimacgéo da variancia.

0 Também pode-se provar que o quadrado
de uma variavel Normal padréo (que
estudaremos a seguir) tem densidade Qui-
gquadrado com um grau de liberdade.
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

0 Uma propriedade muito importante da densidade
Qui-quadrado é a preservacdo da mesma familia
de densidades quando somamos variaveis
independentes.

a|Ou seja, se Xy, X,, ..., X, S840 variaveis
independentes, cada uma com distribuicdo Qui-
quadrado, asomade X, X,, ...., X, também é uma
variavel aleatéria qui-quadrado.
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

0 Teorema (aditividade da densidade Qui-quadrado)

O Sejam X;, X,, ...., X, v.a. aleatorias independentes, e
suponha que X; tem densidade qui-quadrado com k;
graus de liberdade. SejaY = X; + X, + ... + X, .

0 Entdo Y tem também uma densidade Qui-quadrado,
mas com k =k, +k, + .... + k, graus de liberdade.

o O proximo teorema exibe a relagao existente entre
as densidades N(0,1) e Qui-quadrado.
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Distribuigcbes Derivadas da
Normal

Teorema
Seja Z ~ N(0,1) . Entdo V = Z? tem densidade Qui-
quadrado com 1 grau de liberdade.

0 A combinacao dos dois ultimos teoremas leva a um
resultado importante.

a Sejam Z,, Z,, ....., Z, v.a. independentes e
identicamente distribuidas com densidade N(0,1).
Entdo:
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Distribui¢des Derivadas da
Normal

V=Y7Z7r=Z+Z}+..+Z}
i=1
0 tem densidade Qui-quadrado com n graus
de liberdade.

0 Este resultado segue trivialmente dos dois
ultimos, se lembrarmos que cada Z;? tem
densidade qui-quadrado com 1 grau de
liberdade (e séo todos independentes).
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

a Por que a densidade Qui-quadrado é importante?

a Porque esta relacionada com a distribuicao da
variancia amostral de uma amostra aleatoria
Normal, como indicado no préximo teorema.

a Por exemplo, se desejarmos encontrar um
intervalo baseado na variancia amostral que
contenha, com alta probabilidade, a variancia
(desconhecida) da distribuicdo Normal, este
intervalo sera construido a partir da distribuicéo
Qui-quadrado.
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

Q Teorema

O Sejam X, X, ...., X, uma amostra aleatoria da
distribuicdo N(u, 62). Seja S? a variancia amostral:

n-1 i=1
0 Entéo: n .
(n_l)SZ = (XI - X)
(72 B (72
Q tem distribuicdo Qui-quadrado com (n-1) graus de
liberdade.
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Distribuigcbes Derivadas da
Normal

0 A partir deste teorema podemos deduzir
facilmente a média e variancia de S2.

O Teorema

a Sejam X,, X,, ...., X, uma amostra aleatoria
da distribuicéo N(u, o?). Seja S? a
variancia amostral. Ent&o:

E(S?*) =0"

4

VAR(S?) =

20
n_
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Distribui¢des Derivadas da
Normal

0 A distribuicdo t de Student

0 Tem apenas um parametro k, o nUmero de graus
de liberdade, e é definida como:

7
Wk

0 Onde Z é N(0,1) e V é Qui-Quadrado com k graus
de liberdade, e ambos s&o independentes.

0 Esta distribuicao € simétrica em torno de zero,
também tem forma de sino e, a medida que o
numero de graus de liberdade cresce, se
aproxima da N(0,1).
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

a0 Quando n (numero de graus de liberdade) cresce,
adensidadet de Student se torna cada vez mais
parecida com uma N(0,1)

Densidades t de Student e N(0,1)

05

04 A
AT

0,3 '/,/ \.\' —e—N(0,1)
03 P Y %(2)
02 / \.\. (5)
02 o/ \\ 110)
. o N

01 ar X

o ol \“\,

S P S T T S A
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Distribui¢cdes Derivadas da

Normal

0 Exemplo (uso de umatabelat)

graus de 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
liberdade
1 3.078 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845

a Por exemplo, se T tem 10 graus de liberdade, a
probabilidade de T ser menor que 1.372 é 90%. Se
o0 numero de graus de liberdade passa a 15, 0
valor tal que a probabilidade de T ser menor que
ele € 90% passa a ser 1.341.
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Distribuigcbes Derivadas da
Normal

0 Funcéo do Excel para a distribuicéo t

Funcéo Descricéo

Para a distribuicdo t de Student, calcula o valor t
parap = 2.a, com gl graus de liberdade

invt(p; gl)

a Por exemplo, INVT(0.05, 20) = 2.086 é o valor da
distribuicdo t com 20 graus de liberdade tal que
Pr(T > 2.086) = 0.05/2 = 0.025.

CUIDADO com a especificacéo da probabilidade
para esta funcao, a funcao INVT fornece as
probabilidades “bi-laterais”.
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Distribui¢des Derivadas da
Normal

0 Refazemos a seguir o exemplo anterior com a
funcéo INVT do Excel. Note a especificacao da
probabilidade como 0.20 = 2.a, enquanto na

nossa tabela as colunas referem-se a 1- a.

E] Fle Edit View Insert Format Todls Data Window Help

PedS | Shy|inRso-=-|a =]

Restiltado da funcéo =
&
valor. tabelado

| i -10-‘51g‘§§§§|§%

TINY || % [ =] =TINV(0.20;15)

A [ B [ ¢ [ o [ E [ F [ 6 [/H
;— I /
3 Probability [0.20 Fl-o02
Z Deg_freedom [15] Hl-1s
5
? = 1.340605422
7 Returns the inverse of the Student's E-distribution,
8|  Deg_freedom is a posiive integer indicating the number of degrees of freedom to
g characterize the distribution,
10| @I Formula result =1.340605422 [ o | cond |
11
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Distribui¢cdes Derivadas da
Normal

a Por que adensidade t € importante?

a Ela é essencial no contexto de intervalos de
confianga e testes de hipoteses, como veremos
posteriormente. A justificativa vem, em parte, do
proximo resultado.

o Teorema
o Sejam X;, X,, ...., X, uma amostra aleatoria da
distribuicdo N(u, 6?). Sejam X e S?amédiae
variancia amostrais. Entéo:
T Xou_An(X-p)
S/+n S
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Probabilidade e Estatistica —
Qual a Diferenca?

O Até agora tivemos estivemos interessados
em Probabilidade, ou seja, nosso objetivo
era:

a apresentar alguns dos modelos probabilisticos
mais usuais e as situagbes em que eles surgem
na pratica.
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Diferenca entre Probabilidade e
Estatistica

a A partir de agora comegcamos realmente a falar de
Estatistica.

a Os capitulos anteriores lidavam com Probabilidade.
Qual a diferenca?

0 Em Probabilidade, a densidade (ou funcéo de
probabilidade) era inteiramente conhecida.

a Em Estatistica, teremos uma amostra aleatoria de
uma distribuicdo com certos parametros
desconhecidos, e procuraremos descobrir alguma
coisa sobre estes parametros.
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Amostra Aleatoria (a.a.)

0 E apenas um conjunto de variaveis aleatdrias
iid (independentes e identicamente
distribuidas).

nSe X,X,,.,X, formamuma a.a. entdo, em
particular, todas as variaveis tém a mesma
densidade ou funcéo de probabilidade, e
portanto suas médias sdo todas iguais (0
mesmo ocorre com suas variancias).
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Objetivos - Estatistica

0 A distribuicdo da amostra é conhecida
exceto por alguns parametros que
buscamos estimar.

a Objetivo: obter maneiras de encontrar
estimadores ("chutes") destes parametros.
Estes estimadores serdao pontuais (e
comecaremos a estudar um importante
meétodo de esimacao pontual hoje) ou por
intervalos (nas proximas aulas).
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Objetivos - Estatistica

O Também é preciso ter uma idéia clara das
propriedades desejaveis destes estimadores,
e saber, segundo algum critério, se o
estimador encontrado € bom ou ruim.

a Finalmente, em Estatistica estamos
interessados também em testar hipoteses
sobre parametros desconhecidos.
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Distribuicao Amostral

0 Uma “estatistica” € qualquer funcéo das
observacdes numa amostra aleatoria.

0 Por exemplo, duas das estatisticas mais
usadas sdo X (amédia amostral) e S? (a
variancia amostral).

Q Javimos que:

X:%ixi e 5= 1 3 (x,~Xf
i=1 T
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Distribuicao Amostral

0 Dada uma amostra aleatoria X, X,,..., X,
com uma densidade (ou funcéo de
probabilidade), podemos tentar encontrar a
densidade da média e da variancia amostral,
e usa-las parainferir sobre a média e
variancia verdadeiras (e desconhecidas) de

Xy, Xy X

monica@ele.puc-rio.br 36




Estimacao Pontual

O Problemas de estimacao de parametros surgem
freqientemente em Ciéncias e Engenharia. Por
exemplo, muitas vezes desejamos estimar 0s
seguintes parametros:

0 a média de uma populacéo,

0 avariancia ou desvio padrdo de uma populagéo,

0 a proporcao de itens numa populacdo que
pertencem a uma classe de interesse,

0 a diferenca entre as médias de duas
populacdes.
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Estimacao Pontual

0 Como estimar estas quantidades? Alguns
estimadores razoaveis nestas situagdes sao:

0 a média amostral,
0 avariancia ou desvio padrao amostrais,

0 a proporcao de itens na amostra que
pertencem a classe de interesse,

O a diferencga entre as médias amostrais de
duas amostras independentes, cada uma
representando uma das populagdes.
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Estimacao Pontual

a X, X,,.., X, variaveis aleatorias.
Q X, X,,...,X, valores observados das variaveis
aleatorias.

0O Seja X uma variavel aleatéria com densidade
f(x,0), onde 6 € um parametro, e 6 € Q.

a O conjunto Q € chamado de espaco
paramétrico.

0 Objetivo: estimar 6.
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Estimacao Pontual

0O A densidade de X, f(x, 08), tem uma forma
conhecida, exceto pelo parametro 6 que varia no
conjunto Q.

0 Assim, ndo temos apenas uma densidade, mas
uma familia de densidades. A cada valor de 6 em
Q. corresponde um membro da familia.

O Aqui adotaremos o enfoque "classico"” de
estimacédo, no qual 6 € um parametro
desconhecido, suposto constante, e nao uma
variavel aleatéria.
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Estimac&o Bayesiana versus
Classica

RID

0 Na estimacéao Bayesiana, 0 sera encarado como
uma variavel aleatoria, e a ele associaremos
uma distribuicdo de probabilidade.

O A distribuicdo de probabilidade de 8 antes de
observarmos os dados sera chamada de
distribuicdo a priori, e muitas vezes representa
0 Nosso conhecimento subjetivo sobre o
parametro 0.

QO A distribuicdo de 0 apos observarmos a
amostra € conhecida como distribuicéo a

posteriori de 6.
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Estimac&o Bayesiana versus
Cléssica

0 Em estatistica Bayesiana a verossimilhanca (que
iremos definir em breve) "carrega” a informacao
sobre 0 contida na amostra, e resulta na
atualizacdo da densidade de 0, passando de uma
priori para uma posteriori.

O A densidade a posteriori combina a "informagao”
subjetiva trazida pela priori com a "informagéo"
proveniente da amostra.

0 Os dois enfoques, Classico e Bayesiano,
concordam se o tamanho da amostra é grande.
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Definicdo do Problema de
Estimacao Pontual

0 O problema geral aqui é ...

Q A partir dos dados observados X, X,,..., X,
precisamos escolher um membro de uma
familia de densidades para representar estes
dados.

a Ou seja, precisamos de um estimador pontual
de 8 (um "chute educado” para o valor
desconhecido de 0).
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Definicdo do Problema de
Estimacao Pontual

o Seja X, X,,..,X, umaamostra aleatoria da
densidade f(x,0).

O O objetivo agora é definir uma estatistica
T=T(X,,X,,... X,) de tal modo gue, apos
observarmos X;=x, X,;=X,.. X, =%, t =t(X, Xy, ..., X, )
seja uma boa estimativa pontual de 0.

0 Naverdade, a cada amostra obtida, encontraremos
um valor para a estatistica usada para “chutar” 0,
pois esta estatistica é também uma variavel
aleatoria
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Exemplo

a No proximo exemplo exibimos a média amostral
de 5 amostras de tamanho 50 geradas a partir da
densidade N(0,1) no Excel . A média amostral
serve para estimar a média da distribuicdo (zero,
neste caso) e portanto deve ser, paratodas as
amostras, um valor proximo de zero.

a Os resultados para as 5 amostras geradas estao

Exemplo

0 Note que os valores estimados da média em
cada amostra sao todos diferentes entre si, e
diferentes do valor real da média da
populacao, que é = 0.

0 Da mesma maneira, as estimativas do desvio
padrdao (cujo valor real é 1) sdo todas
diferentes do valor real, e diferentes entre si.

a seguir. 'O >
Note que , na pratica, os valores de p e ¢ séo
Amostral [Amostra2 |Amostra 3 |Amostra4 |Amostra 5 desconheCidOS 0 que nao acontece neste
Média 0,076 0,150 0,180 -0,199 0,055 ’
Desvio Padrao 1,108 1,060 1,020 1,017 0,923 exemplo, onde geramos amostras de uma
Mediana 0,168 0,179 0,241 -0,206 0,072 dlstrlbu|gao ConheCIda
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Exemplo Exemplo
s L ] LI R Tt ) 4 ) L.
a Como fazer a geracao destas variaveis Normais no S = —
Excel? Lembre-se que o suplemento de anélise de —
. . sy E
dados deve estar previamente instalado. et of Yariabies °
J File Edit ‘iew Insert Format Tools Data ‘window Help pu tu W At ISD ﬁ. 50 Valor?s
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O que é um bom estimador?

0 Existem potencialmente milhares de
estimadores para um certo parametro.

a Por exemplo, para estimar a média de uma
populacdo poderiamos usar a média
amostral, a mediana amostral, a média
entre a menor e a maior observacao na
amostra e uma infinidade de outros
estimadores "razoaveis".
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O que é um bom estimador?

0 Como escolher dentre eles? Quais serao
os critérios usados para comparar
estimadores e caracterizar os bons
estimadores?

0 Por enquanto nao responderemos a esta
guestao, mas comecaremos a estudar o
(talvez) mais tradicional método de
estimacé&o pontual.
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Método da Max. Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca (likelihood
function)

O Esta € uma funcéao relativamente simples com
um nome indigesto!

0 "Likelihood" em inglés é uma palavra de uso
corrente, que indica "plausibilidade". Ao
contrario, "verossimilhanca" € uma coisa
meio obscura.

a Seja X, X,,.,X, umaamostra aleatoria da
densidade f(x,0).
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Método da Max. Verossimilhanca

a A funcao de verossimilhanca é a densidade
conjunta encarada como funcédo do parametro 0.
Isto é:

L(8)= f (X, %,,..., xn)zlj f(x,0)

Q A partir da verossimilhangca podemos encontrar
um estimador, o estimador de maxima
verossimilhanca (MLE = maximum likelihood
estimator).

O O MLE é obtido a partir da maximizacéo da
verossimilhanca, geralmente feita através da
equacédo dL(0)/do = 0.
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Método da Max. Verossimilhanca

0 E equivalente maximizar L(@) ou seu logaritmo
natural, 1(@) = log L(0) onde log(.) indica o logaritmo na
base e.

QO Esta ultima funcdo é chamada log-verossimilhanca
e é freqientemente mais facil de maximizar do que L(0),
pois as verossimilhancas muitas vezes podem ser
escritas como exp{ ...} .

QO A equivaléncia da maximizacao de L(0) e () decorre do
fato de L(0) ser sempre maior que O (pois é o produto de
densidades) e do logaritmo ser uma funcéo bijetora.
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Método da Max. Verossimilhanca

O Por que maximizar a verossimilhanca?

0O Suponha que temos uma amostra aleatéria X;, X,,..., X,
de uma densidade qualquer, completamente
conhecida exceto pelo parametro 0.

O Ao observarmos cada x;, a densidade conjunta fica
completamente especificada exceto pelo valor de 0.
Entdo, por que ndo "chutar" para 0 o valor que
torna esta funcdo um maximo?

a Este "chute" para ® é o valor que mais concorda
com os dados observados.
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Exemplo 1 - MLE (Poisson)

O Suponha que obtemos uma amostra aleatéria de
tamanho 5 da distribuicdo Poisson com média 0.

0 Os valores observados na amostra sdo: 0,6, 1, 2
el.

0 Entdo afuncao de probabilidade conjunta é:

1 5
i=1 i I I X1
i

i=1

e-56 910 910 e—56

L(e) = =
0161112111 1440

n N Al 50 DX
L(0)=Hf(xl,0)=H 9 e _e 98
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Exemplo 1 - MLE (Poisson)

O Seja K(0) = 1440.L(0) = 010e5®

0 Podemos fazer um gréafico de K(0) e ver qual o
valor que aparentemente maximiza esta funcéo,
ou, alternativamente, fazer um grafico de L(0) ou
[(0). O grafico de K(0) é:

K(8) = Muiltiplo da
Verossimilhanca

0.060

0.040 e
0.020 / \

0.000 (oo g® T Ti6 20 27 28 T 32 T35 T 2y

0 O maximo aparente ocorre em 6 = 2.
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Método da Max. Verossimilhanga

o Podemos confirmar se este valor realmente
corresponde ao maximo através de técnicas
simples do Célculo.

0 Lembre-se que uma condicao necessaria (mas
néo suficiente) para a existéncia de um maximo
local é que a primeira derivada da funcéo de
interesse seja zero.

0 Isso nos leva aidéia de "equacdo de maxima
verossimilhanca”, discutida a seguir.

monica@ele.puc-rio.br 57

Método da Max. Verossimilhancga

o Para maximizar L(0), uma condigdo necessaria é que
sua primeira derivada seja igual a zero.

a Assim, a equacao de maxima verossimilhanca é:
dL) _,

déo
O e esta equacéo deve ser resolvida, por métodos
analiticos ou numéricos para 0.

0 Para assegurar que a solucdo de dL/d@ =0 seja
realmente um maximo da verossimilhanca,
precisamos garantir que a segunda derivada seja <0.
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Método da Max. Verossimilhanca

O A equacdo de maxima verossimilhanca pode ser
reescrita em termos da log-verossimilhanca.
Assim, é equivalente resolver:

M:O P M:O paraé’.
do de

a O estimador obtido pela maximizag¢éo da funcao
de verossimilhanca é chamado de estimador de
maxima verossimilhanca (MLE).

0 Notacéo:
a Geralmente denotaremos o MLE por =T(X,, X,,..., X,)
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Método da Max. Verossimilhanca

a Atencéao
O Em muitos casos o estimador de maxima

verossimilhanca € uUnico e pode ser
obtido por métodos analiticos.

0 Em outros casos, a equacdo de maxima
verossimilhanca dL/d® = 0 (ou dl/d@ = 0) ndo
nos da o resultado correto e precisaremos
encontrar o maximo da verossimilhanca por
outros métodos (por exemplo, graficamente)
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Exemplo 2 - MLE (Poisson)

a Considere o exemplo 1. A log verossimilhanca é:

1(6) = -5.0 +10.log @ - log (1440)

0 Derivando esta ultima expressao com relacdo a 0
e igualando a zero leva a:
o5 541020 502210 56=2
de 0
O € o estimador de maxima verossimilhanca para

0.

a Compare este resultado com o exemplo 1. Este
resultado ndo é mera coincidéncia.
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Exemplo 3 (Bernoulli)

o Sejam X, X,,..., X iid Bernoulli(8).
O A funcgéo de probabilidade de cada X; é:

f(x,0)=0"(1-0)"% 6 <(0,1), x.=0,1

a A funcéo de verossimilhanca o produto das
funcdes de probabilidade individuais, isto é:

L(H):f(xl,xz,---,xnﬂ):lﬂ[ex‘ (L—) = 62" (1— )" 2% =
g% (1- a)n—ni - exp{n)?. logd + (n - n)?)_ Iog(l— 9)}
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Exemplo 3 (Bernoulli)

0 A log verossimilhanca é: e
1(9) =log(L(9))=(D_x)1ogé +(n->_x) log(l - 0) =
=nX.logé + (n-nX)log(1- )
0 Resolvendo a equacdo de verossimilhanca leva a:
ﬂ:o:%_(n_nx):o
do 0 1-0
< (1-6)nX=n6 -nX0 < nb =nX

0 E entdo o MLE para 0 € a média amostral.
o Verifique que d?
do’|o=X
0 de tal forma que a média amostral realmente
MAXIMIZA a verossimilhanca.
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<0

Exemplo 4 (Normal)

0 Sejam X, X,,..., X, iid Normal(p, 1), ou seja,
uma amostra Normal com média desconhecida
e variancia conhecida (e supostaigual aum
sem perda de generalidade).

O Mostre que o MLE de p é a média amostral.
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Exemplo 4 (Normal)

Q A verossimilhanca é:

L0 =T o0 306 -7 | =20 7 xpl- 2 350 -}

i=1

0 Note que a verossimilhanca é maxima
quando Qw=X(x-»* € minimo.

0 Entéo é equivalente maximizar L(u) ou
minimizar Q(p).
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Exemplo 4 (Normal)

:ZXiZ —2unX +nu?

i=1
a Derivando Q(n) em relacao a p e igualando
a zero nos leva a um ponto critico:

LQO'("):o—>-22xi+2rw=0<i>ﬁ=12><i=X
y2i i=1 n=

0 Logo, o MLE de p € a média amostral.
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Método dos Momentos

0 E uma alternativa ao método de maxima
verossimilhanca para encontrar estimadores de
maneira simples.

Q ldéia Geral

a Igualar os momentos da distribuicdo aos
momentos da amostra. Isso € razoavel pois a
distribuicdo empirica converge estocasticamente
para a funcao de distribuicdo F(X).
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Método dos Momentos

0 Considere uma amostra aleatdria da distribuicéo

com densidade f(x,6,,6,,...,6,) onde (4,6,,..,6,)eQ.

0 Seja E(XX) o k-ésimo momento da distribuicédo
(k =1,2,...).

Q Seja v, :lz X[ ok-ésimomomento amostral
i=1
O Fagca E(XK)=M,para k=1.2,....
0O Facaisto para quantos k's forem necessarios até

obter solu¢cdes Unicas para os parametros
desconhecidos
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Método dos Momentos

Nota

0 Uma formulacéo equivalente do método dos
momentos usa 0s momentos centrais, igualando
0S momentos centrais da distribuicéo e da
amostra até obter solugdes Unicas para todos os
parametros desconhecidos.

a Ou seja, a outra formulagdo do método dos
momentos é igualar:

13 o

E(X —p) =m, ==Y (X, - X) parak=12..

Nz

a Até encontrar uma solucdo Unica. Muitas vezes a
resposta pelas duas formulacdes seraigual.

O
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Método dos Momentos

0 Na maneira dos casos praticos, os estimadores
pelo método dos momentos sédo consistentes.

0 O grande problema com este método é que ele
nao fornece estimadores Unicos para um certo
parametro.

o Por exemplo, se procuramos estimar a média e
variancia de uma distribuicdo € possivel
encontrar estimadores diferentes pelo método de
momentos dependendo de quais momentos
amostrais sdo igualados aos momentos da
distribuicao.
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Exemplo 5

0 Vide a situacédo do exemplo 4. Sejam  Xu: Xi -0 X,
iid Normal(u, 1), ou seja, uma amostra Normal com
média desconhecida e variancia conhecida (e
supostaigual a um sem perda de generalidade).

a Mostre que o estimador por método de momentos
de p é também a média amostral.

0 Neste caso, ha apenas um parametro
desconhecido e basta igualar o 1°. Momento da
amostra ao 1°. Momento da populagao (u).
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