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Aula 9

a Intervalos de Confianga — Motivacgao
0 Intervalos de Confianga para Médias

0 Intervalos de Confianga para Diferencas
entre Médias (Variancias supostas iguais)

a Intervalo de Confianga para a variancia de
uma Normal

a Intervalos de Confianga para a razao de
variancias

0 Intervalo de Confianga aproximado para a
propor¢ao uma Binomial
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Intervalos de Confianga

O Até agora estivemos interessados em encontrar
uma estimativa pontual para um parametro
desconhecido 0.

o Também enumeramos algumas propriedades
desejaveis de estimadores pontuais.

o Agora tentaremos obter nao apenas uma
estimativa pontual, mas um intervalo que
contenha o parametro de interesse com uma
probabilidade especificada. Este intervalo sera
chamado de “Intervalo de Confianga”.
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Intervalos de Confianga

O intervalo de confianga 100(1-0.)% para 06 é dado
por:
L()f) <f<U ()f)

Onde L(X) (limite inferior) e U (X)(limite superior)
sao tais que:

Prob[L(X) <0<U(X)]=1-a

Onde a € um numero especificado pelo usuario.
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Intervalos de Confianca

0 Note que o intervalo [L(X}U(Xﬂ
é aleatorio, e a cada amostra obtida
iremos encontrar valores diferentes para
os limites L e U.

0 A notagcao X indicatodos os elementos
da amostra aleatoria, isto é:
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Intervalos de Confianga —
Média da Normal

0 Consideraremos agora o caso mais
comum na pratica onde os dados sao
supostos NORMAIS e 0 é média da
distribuicao.

a Serao estudados dois casos: variancia
do modelo conhecida e variancia do
modelo desconhecida.

monica@ele.puc-rio.br 6

Intervalos de Confianca —
Média da Normal

0 Argumento intuitivo....

0 Suponha que vocé tem uma amostra
aleatoéria da Normal, em que a média é
desconhecida.

0 Se vocé precisasse achar um estimador
pontual de 0 (a média), usaria a média
amostral x .
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Intervalos de Confianca —
Média da Normal

O E se agora vocé precisar encontrar um
intervalo que contenha 6 com uma
probabilidade especificada?

0O Parece natural que este intervalo tenha a
forma: (X —c, X +c) onde ¢c é uma
constante a ser especificada.

0 Veremos que os intervalos encontrados
para a média da Normal tém exatamente
esta dorma!
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Intervalo de Confiancga -
Média da Normal

Caso |
X ~NORMAL(6, 6?); o?conhecido

a Seja X =(X,,...., X,) uma a.a. de tamanho
n da distribuicdo Normal acima.

0 Ja vimos que X:Zi é o estimador de
maxima verossimiIF\anga de 0. Além
disto, é facil provar que:

2
X ~N|o, 2
n
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

0 Logo, podemos padronizar a média amostral,
transformando-a numa v.a. com densidade N(0,1)
da seguinte maneira:

_X-0 _~n(X-9)
o) o
7

0 Usando uma tabela da Normal podemos encontrar,

por exemplo, a probabilidade desta nova variavel
estar entre -2 e +2.

z

~ N(0,1)
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Intervalo de Confianca -
Média da Normal

Prob (-2 <Z < 2) = ®(2) - ®(-2)= 0.954
0 Substituindo Z na expressao anterior leva a:

-0 - 20 - 20
2<—F=<HR2 S X ——F=<0<X+—F=
oln N Jn
a Dai:
Prob{—2<z<+2‘:ProbJX—2"<9<X+2‘7}:0.954
" Jn

0 O intervalo que acabamos de encontrar é um
intervalo de confianga 95.4% para 6.
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Intervalo de Confianca —
Média da Normal

0 Ou seja, na notagdo mostrada antes:

O A seguir exibimos uma “receita de bolo” para
obter o IC da média de uma Normal com variancia
conhecida.
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Intervalo de Confiancga -
Média da Normal

0 Receita de Bolo

0 Seja X =(X,,...,X,) uma a.a. de tamanho n
da distribuicao Normal com média
desconhecida 0 e variancia conhecida o2

0 Um intervalo de confianga 100(1- a.)% para 6

é dado por: —

[X X 41

(o} (o2
~Zian ﬁ 1-a/2 ﬁ]
0 Onde z,_,, é obtido da fung&o de distribuicdo
N(0,1) e étalque Pr(Z<z,_,)=1-a/2.
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Intervalo de Confianga —
Média da Normal

0 Note que, pela simetria em torno de zero da
distribui¢cao N(0,1):

o z,,, € o ponto tal que, a probabilidade de estar
ACIMA dele é a/2 usando uma distribuigao N(0,1).

0 Também é facil perceber que, se Z é N(0,1):

Pr{—zl . <Z <+z1 a}zl—a
2 2

0 E esta ultima expressao foi empregada para obter
o IC para a média.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

o Exemplo

0 Considere a populagao de alunos da PUC. Para uma
amostra de 50 alunos obtivemos uma altura média de
1,68m.

O Sabe-se que o desvio-padrao da altura da populagao
de alunos da PUC é o mesmo que o da populagao de
jovens cariocas com menos de 25 anos: 0,11m.

0 Suponha que as alturas dos alunos sao Normalmente
distribuidas.

a Determine, com um nivel de confianca de 95%, o
intervalo onde a real altura média da populagao de
alunos da PUC deve estar localizada.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Solugao
0 Note que a amostra é Normal com variancia
conhecida, e assim a distribuicdo de X
também é Normal.

a Da tabela da Normal, ou usando a fungéao
INV.NORMP do Excel, procuramos um valor z,
tal que Pr(Z <z)) =1-a/2 =97.5% , isto é, ®(z,) =
97.5%. A funcéo INV.NORMP fornece z, = 1.96.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Solugao
0 O IC 95% (para as alturas em cm) é entao:

[)T—z 9 X+z 2 J=(168—1.96£,168+1.96£j

0T e /50 J50

=(164.95cm, 171.05cm)
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Receita de bolo — qual valor de z,, usar?

Coeficiente de Confianga valor tabelado de z
80.0% 1.282
90.0% 1.645
95.0% 1.960
97.0% 2.170
97.5% 2.241
99.0% 2.576

7~

Estes pontos sdo encontrados através da fungdao INV.NORMP do
Excel — Note que, se o coeficiente de confianca é 1- o, devemos
buscar um ponto na tabela da Normal tal que a probabilidade de
estar ACIMA dele é a/2, ou seja, a probabilidade de estar ABAIXO
dele é 1 - 0/2 (o argumento da funcao INV.NORMP é 1 - a/2).
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IC para a média da Normal com
o conhecido

&) frquvo  Editar  Ewbir [nserir  Eormater  Ferapentas Dados  Janeka  Ajuda
b B @ 53] & @,
P SaB-A
INY NORMP - X \I =INV.NORMP {0,975)

A B E D E F 5 H \ J
COSTEg

Argumentos da fungdp

WY NORMP

1

2 .
3

g Probabilidade [0,375] = 0975

B 959962787

g Retorna o inverso da distribuicéio cumulativa normal padiéio (possui uma méd o <vin

8 padrdo 1),

9 Probabilidade & una prabsbidade correspondente & ditrbuio normal, um ndnero erire. || —

H De 1 inclusivs.

12 1.96 (a “resposta

13 q 3n” A

Resultado da férmula =  1,959982787 da fungao é tal

14

15 Aiuda sobre eska funcio ﬂ

i que a

17 probabilidade de

18 .

19 estar abaixo deste
valor é 0,975
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo

0 Numa amostra de 36 postos de gasolina no Rio de
Janeiro, o preco médio do litro da gasolina aditivada
foi de R$ 1.78. Sabe-se, por experiéncias anteriores,
que o desvio padrao é R$ 0.20.

0 Encontre intervalos de confianca 90%, 95% e 99%
para o preco médio da gasolina aditivada no Rio de
Janeiro supondo que a amostra é Normal.

0 Solugao

0 Aqui estamos supondo que o desvio padrao é conhecido, e
assim podemos usar um intervalo baseado na densidade
Normal.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Os IC tém a forma geral:(g_Z

0 OIC90% é:(1.78—1.645@,1.78+1.645£0)]:(R$1.725, R$1.835)

a OIC 95% é: [1.78—1.96(0'620),1.78+1.96(o'620) =(R$1.715, R$1.845)

o OIC 99% é: [1.78—2.576@,1.7&2.576@)=(R$1.694, R$1.866)

Note que, a medida que o coeficiente de confianga
aumenta, a largura do intervalo também aumenta!
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo (para casa)

0 O prego médio de um automovel Palio ELX 1.0 4
portas ano 2001 é R$ 17727 (segundo o Jornal
Valor Econémico de 07/07/2003).

0 Suponha que o desvio padrao REAL dos precos
seja R$ 1500 e o tamanho da amostra é n = 25
carros.

0 Encontre intervalos de confianga 95% e 99% para
os pregos de Palios ELX 1.0 quatro portas ano
2001 supondo que os pre¢os sao Normalmente
distribuidos.
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IC para a média da Normal com
o conhecido

0 Exemplo (para casa)

0 Toma-se uma amostra de 25 usuario de
um cartao de crédito e observa-se que o
gasto médio mensal é R$ 600.

0 O desvio padrao é conhecido e igual a R$
250.

0 Encontre intervalos de confianca 95 e 99%
para o gasto médio com cartao na
populagcao de usuarios.
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PIVOT

a Seja X =(X,,...,X,) uma a.a. de tamanho n de
uma densidade (ou fungao de probabilidade)
f(x,0).

a Seja Q = q(X,;,....,X,,, 0) uma fun¢ao dos
elementos da amostra e do parametro
desconhecido 0.

0 Q é chamado de PIVOT se sua distribuicao
nao depende de 0.

0 Um PIVOT é usado para encontrar intervalos
de confianga para parametros desconhecidos.

monica@ele.puc-rio.br 24




PIVOT

0 No exemplo do IC da média da Normal com
variancia conhecida, a quantidade:

Jn(X -0)

o

7 =

0 é um PIVOT, pois depende de X =(X,,....X,) e
0, sua distribuicdo nao depende de 0 (pois é
N(0,1)) e assim pode ser usada na construgao
de um IC para 6.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

Casolll
X ~NORMAL(0, 62); o2DESCONHECIDO

O Seja X =(X,,...,X;) uma a.a. de tamanho n
da distribuicao Normal acima.

0 Os estimadores nao tendenciosos de 0 e o2
SaO. )?ZEZXI e S2: 1 Z(Xi—i)z
Nz n-143

2 Q2
onde X ~ N(H,a] e (N 12)8 ~ 22,
n o
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Também, X e S’sdo independentes.
0 Pela definicao de uma v.a. t de Student:

Jn(X -0) B
oo X -0

(n-Ds® v S
o?(n-1)

. 1 -
Onde: Szzﬁg(xi_x)z

- tn—l

O

Assim da tabela da distribuigao t de Student com n-1
graus de liberdade podemos obter dois nimeros a e b tais
que:Pr(a<T<b)=1-a

[m]
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Para encontrar um intervalo simétrico fazemos a =

-b e assim: B
Probla<T <b]:Prob{—b<T<+b}:Prob[—b<\/ﬁ[xs_9j<b]:1_a
S = S
< Prob| -b—=< X -0<+bh—|=
(o F-ocn]
> S = S
=Prob| - X -b—=<-0<-X+b—|=
[T )
PrOb[X—bS<6< X+bsjl—a
Jn Jn
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

a Portanto:
. ~ .S - S
a O intervalo [Xbﬁ’xmﬁj

0O é um intervalo aleatério com probabilidade 1- a
de incluir o parametro desconhecido 6.

0 O ponto b que aparece na definicdo do IC é
obtido da distribuigao t com n-1 graus de
liberdade, e é tal que Pr(T > b) = a/2.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0O Receita de Bolo
a Seja X,, X,, ..., X,, uma a.a. de tamanho n da

distribuicao Normal com média desconhecida

0 e varidncia desconhecida o2

0 Um intervalo de confianga 100(1- a)% para 0 é

dado por: _ s _ s
(x_b\/ﬁ’erb\/ﬁJ

0 Onde b é obtido da fungao de distribuicao t de
Student com n-1 graus de liberdade e é tal que

Pr(T>b)=al2.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

a OIC 100(1-0)% para 0 é:
- S - S
[X _tn—l;l—aIZ ﬁ! X +tn—l;1—a/2 ﬁj

0 Onde S é o desvio padrao amostrale t, ., € um
ponto da distribui¢ao t de Student com n-1 graus
de liberdade tal que Pr(T >t ,_,) = /2, como no
grafico a seguir:

w2 a
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

QO valort, ., € obtidode uma tabelad

monica@ele.puc-rio.br

a
distribuicdo t com n-1 graus de liberdade.
Pode-se, alternativamente, usar a fungao
INVT do Excel.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Exemplo

0 Numa amostra de 16 postos de gasolina no Rio
de Janeiro, o pre¢co médio do litro da gasolina
aditivada foi de R$ 1.78.

0 O desvio padrao dos precos estimado na amostra
é R$ 0.20. Encontre intervalos de confianca 90%,
95% e 99% para o pre¢o médio da gasolina
aditivada no Rio de Janeiro e compare-os com os
encontrados no exemplo da pagina 18.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

0 Solugao

0 Aqui deve-se usar a distribuigao t para encontrar
o IC, pois o desvio padrao é desconhecido. A
forma do intervalo é:

IC =X+t > ()?—t na'i X +t iJ
=g

n-11-2° ﬁ N Jn' n-1-2" n

0 Pela fungao INVT do Excel com 15 graus de
liberdade obtemos os pontos percentuais para os
IC 90, 95 e 99%, que sao, respectivamente: 1.753,
2.131 e 2.947.
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IC para a média da Normal com
o desconhecido

ogOIC 90% é:[1.78—1.753%,1.78+1.753%j=(R$ 1.692, R$ 1.868)

Qa 0 |C 95% é:[1.78—2.131%,1.78+2.131%}:(R$1.673, R$ 1.887)

0 OIC 99% é(1.78—2.947(?/%0),1.78+2.947(0'\%0)j—(R$ 1,633, R$ 1.927)

Note que os intervalos de confian¢ga sao mais
largos que os correspondentes para a Normal
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Nota IMPORTANTE - uso de
INVT no Excel

0 Suponha que vocé quer encontrar um intervalo de
confianga 100*(1 — a)%.
0 Entédo para obter o ponto t,_,, que entra no calculo do IC,
use a fungao INVT com os argumentos:
Do e
a n —1 graus de liberdade

a Pois a funcao INVT do Excel fornece a o ponto tal que a
probabilidade de estar ACIMA dele é especificada.

O Isso se deve ao fato do primeiro argumento da fung¢ao no
Excel ser, na verdade, o valor para o intervalo bilateral.
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Utilizando o Excel

Distribuicao t de Student

0O Fungodes do Excel para a distribuigao t 0 Quando n (numero de graus de liberdade)
cresce, a densidade t de Student se torna cada

Fungdo Descrigao vez mais parecida com uma N(0,1)
Densidades t de Student e N(0,1)
invt(p; gl) Para a distribuicao t de Student, calcula o valor zj |
t para p = 2.0, com gl graus de liberdade 04 | /’M\
03 + ./‘ >.\o —e—N(0,1)
¥ N
03 4 / \ (2)
02 1 o N (5)
a Por exemplo, INVT(0.05, 20) = 2.086 calcula o 0z | P N o)
valor na tabela t com 20 graus de liberdade e é tal o1t 7 "
que Pr(T > 2.086) = 0.05/2 = 0.025 o Ly “eaggy
B B P N - SN A )
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Comparacao: IC Normais x IC
t de Student

A distribuicao t de Student

2 Exemplo: para uma amostra com 15 elementos 0 A distribuicdo t nos fornece intervalos de
(14 graus de liberdade) e para um nivel de . ¢ . .
confianga de 5% (a/2 = 0,025), t é igual a 2,1448 comprimento maior que os intervalos

Normais com a mesma probabilidade.

G.L 0.100 0.075 0.050 0.025 0.020

0.45 N Sem aa come Ak Ao
o i 2 A medida que o numero de graus de
o L i liberdade da densidade t cresce, a densidade
0.20 - o I 1o 1asr  oams  sseed se torna mais e mais parecida com uma
o] al 0odws dum ime w0 cum N(0,1), e conseqiientemente, os intervalos se
ol A T e e tornam mais préximos dos encontrados

A0 20 000 20, AR §———— s TSz 2isls 22 através da distribuigdo N(0,1).
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Comparagao: IC Normais x IC
t de Student

0 Também, o comprimento dos intervalos
diminui a medida que aumentamos o numero
de observacgoes.

O Isto é intuitivamente razoavel, pois a medida
que o tamanho da amostra cresce, X
“converge” para p e temos cada vez mais
“certeza” de que a média amostral esta num
intervalo de pequeno comprimento em torno
de pu com alta probabilidade (este resultado é
conhecido como “lei dos grandes numeros”).
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Utilizando o Excel

0 O Excel também pode ser utilizado para o calculo
do intervalo de confianga para o desconhecido
(para qualquer tamanho de amostra)

0 Selecione no menu Ferramentas a opgao Analise de
Dados;

0o Escolha a opgao Estatistica Descritiva;

0 Na caixa Intervalo de Entrada, selecione os dados da
amostra;

0 Selecione a opgao Intervalo de Confianga para a Média e
coloque o intervalo de confianga desejado;

0 Na caixa Intervalo de Saida, selecione o local da planilha
onde os resultados serao colocados;

a Clique em Ok.
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Utilizando o Excel

0 A saida Erro padrio fornece o valor de o/Yn para
n grande.

a Para obter o intervalo de confianga baseado na
Normal, calcule z,_,,, utilizando a funcéo
apropriada, multiplique pelo Erro padrao, e faga:
média amostral + e - o resultado encontrado.

O A saida Intervalo de Confianca ja fornece o valor
de (t1_a,2,n_1)o'l\/n (ou seja, ja fornece o que deve
ser somado e subtraido da média amostral),
bastando apenas subtrair e somar a média.
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Utilizando o Excel

O A seguir aplicamos esta analise para o prego da
gasolina em 106 postos do Rio de Janeiro em Agosto

de 2002. Descriptive Statistics 2=l
rInput
Input Ranges: ILI
Caneel
Grouped By:
Help
[+ Labels in First Fow
routpuk option:
£ Qutput Range: I ]ﬂ
% Mew Warksheet Ply: I
™ Mew Warkbook
v Summary statistics
[+ Confidence Level for Maan: 95 Yo
I Kth Largest: 1
™ Kth Smallest: 1
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Utilizando o Excel

Gas. Comum

O erro padrao é

Média 1.725 .
Erro Padrio 0.007 apenas o desvio
Mediana 1.725 padrao dividido por
Moda 1.749 \vn =106
Desvio Padrao 0.075
Variancia Amostral 0.006
Curtose 1.082
Assimetria 0.386
Amplitude (Max - Min) 0.410

Minimo 1.520 (to.025)0/Vn — basta

Maximo 1.930 subtrair e somar este
Soma 182.847 / valor a média para
n 106 o
ncontrar o |
TR 0.014 encontrar o IC 95%
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Utilizando o Excel

Q Nota:

0 Como o tamanho da amostra é grande,
poderiamos ter usado um IC baseado na
distribuicao Normal.

0 Na verdade, a diferenga praticamente
inexiste, pois o0 numero de graus de
liberdade da distribuicao t neste caso
(105) a torna, para todos os efeitos,
indistigliivel da Normal.
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Forma Alternativa para um IC
baseado na distribuicao t

O Se definirmos a varidncia amostral como:
§? =13 (%, -X)

5 2
e entdo —~ X

0 Dai a variavel T torna-se:
Jn(X -6)
T=—r9__ ={n-1

(n)s™
o’(n-1)

-0
S* - tn—l
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Forma Alternativa para um IC
baseado na distribuigao t

0 E ai o intervalo de confianga torna-se:

0O Qual intervalo é “melhor”’? Nenhum - sao
equivalentes, o importante é saber se vocé
esta calculando a varidncia amostral com
denominador n ou (n-1), para ser coerente na
sua escolha.
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IC para a média de uma distribuigao
qualquer - GRANDES AMOSTRAS

a Intervalo de confiangca aproximado para as
médias de distribuicdo nao-normais (baseado
no Teorema Central do Limite).

O Considere a v.a. X com densidade ou fungao
de probabilidade f(x), ndo necessariamente
Normal.

0 Tome uma a.a. de tamanho n desta
densidade.
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IC para a média de uma distribuigao
qualquer - GRANDES AMOSTRAS

0 Se n (o tamanho da amostra) é grande
o Teorema Central do Limite estabelece

que: vl
S?* >0’ \/ﬁ(x 0) = >N(0,1)
o

X0l _ mX=0)_« o
J(n-1)8%/(n-1)o” |
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IC para a média de uma distribuigao
qualquer —- GRANDES AMOSTRAS

O Dai, um intervalo de confiangca aproximado
para 0 quando a variancia é desconhecida e X,
é nao- Normal é:

= S — S
(X o ZlaIZ'ﬁ; X+ ZlaIZ'ﬁj

onde z,_,, € obtido de uma N(0,1) tal que:
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IC para diferencas entre médias

0 Objetivo

0 Comparacao das médias de duas amostras
aleatérias Normais.

0 Exemplos: Agricultura, Medicina, Energia,
Veterinaria, Marketing, Producgao, Financgas,
etc...
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IC para diferencgas entre médias

a Aplicagoes - Medicina

0 Deseja-se medir o efeito da dieta sobre a pressao
sangiiinea e a taxa de colesterol de uma pessoa.
Toma-se duas amostras “parecidas” de pessoas
(mesmas idades, pesos, nivel de atividade, etc... ).

0 Umas das amostras é submetida a uma dieta com
alto teor de gordura e carnes vermelhas.

0 O outro grupo ingere uma dieta consistindo
principalmente em vegetais, carnes brancas e
graos.
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IC para diferengas entre médias

0 Os pacientes sdao acompanhados por um
periodo de 3 meses, no qual sao feitas
medigoes quinzenais da pressao
sanglinea e da taxa de colesterol.

0 Como a dieta afeta estas 2 quantidades? A
pressao sangiiinea no grupo que ingere
mais gordura é significativamente maior
que no outro grupo?

0 E a taxa de colesterol?
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IC para diferengas entre médias

Q Aplicagoes - Veterinaria

0 A empresa produtora da racao “Baby
Dog” decide langar no mercado uma nova
marca de ragdo, “’Super Baby Dog”, que
supostamente tem maior teor nutritivo.

0 Toma-se uma amostra de 200
cachorrinhos com 2 meses de idade, 100
deles alimentados com “Baby Dog” e 100
alimentados com “Super Baby Dog”.
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IC para diferencas entre médias

0 Ao completarem 6 meses de idade, os
caes sao novamente examinados e
registra-se o aumento de peso no periodo
de 2 a 6 meses de idade.

0 Pergunta-se: a racdao “Super Baby Dog”
fez os cachorrinhos crescerem mais que a
“Baby Dog”? Qual a diferenca no aumento
de peso médio dos caes submetidos as
duas racoes?
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IC para diferencgas entre médias

a Aplicagoes — Marketing

0 A empresa ABC concentra seus anuncios de TV
no horario nobre, gastando uma imensa fortuna
em publicidade. Como forma de conter as
despesas, a companhia decide direcionar seus
anuncios para um horario mais tardio, e para
programas vistos por um publico principalmente
das classes A e B. A questao de interesse para a
empresa é: esta mudanca foi eficaz? Ou seja,
sera que a empresa economizou dinheiro e ainda
manteve o mesmo nivel de vendas apés a
mudancga do horario de seus anuncios?
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IC para diferengas entre médias

0 Formulagdao Matematica

0 Considere duas populagées Normais com
médias (p, e p,) possivelmente distintas e
com a mesma variancia (esta hipétese é

essencial para resolver o problema!). Isto

e:

X;~ N (ny,6%) € Y;~ N (u,,6?)
Ondei=1,2,..,.,mej=12,...,n
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IC para diferengas entre médias

0 Considere as duas amostras aleatéorias de X e Y
com tamanhos m e n respectivamente, isto é:

X = Xy Xp0); Y =(Y,...,Y,)

a Suponha que todos os parametros (u,, p, € o?)
sao desconhecidos. Entdo o nosso objetivo é:

Achar um intervalo de confiang¢a 100(1-a)%
para (pq- po).
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IC para diferencgas entre médias

0 Intuitivamente, este intervalo devera ser baseado
nas respectivas médias amostrais e tera a forma:

(X =Y —¢, X -VY +¢)

0 A questao que devemos responder é: como achar
esta constante c?
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IC para diferengas entre médias

Solucao:
Sabemos que:
X ~N(u;o?/m)y; Y ~N(uy;0%/n)

e estas médias amostrais sao independentes.
Entao qualquer combinacgao linearde X ey €
Normal e, em particular:

X =Y ~ N(,ul—,uz,az(iJrlD
n m
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IC para diferengas entre médias

Além disso, temos que:

2 m-1

n-1
(o O

Onde S,? é a variancia amostral da 1a. amostra (X's) e
S,2 a variancia amostral dos Y's, ambas
independentes.

Dai:

IC para diferencgas entre médias

Revisao:

0 Seja Z ~N(0,1) e V~ %2, ambas independentes.
a Entao:

T :ZIW/V/p ~t,,
Tem uma distribuicdo t de Student
com p graus de liberdade

monica@ele.puc-rio.br 63

IC para diferengas entre médias

Combinando os resultados temos:

7 = Y_Y__(zul_:uZ)
)
o +
m n

1
V=—((m-1S{ +(1-DS;) ~ 172

~ N (0,1)
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IC para diferengas entre médias

Além disso, Z e V sdo independentes, entdo a
variavel T dada por:

Tem distribuicao t de Student com (m+n-2) graus de
liberdade.
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IC para diferengas entre médias

Dado um nivel de significancia 100*(1-a.)%
podemos achar um numero “b” tal que:

Prob{-b < T <b}= (1-a)

b é obtido a partir da distribuigcdao t com n+m-2
graus de liberdade, onde T é a variavel mostrada
no “slide” anterior, calculada a partir da
diferenca entre as médias das duas amostras.
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IC para diferengas entre médias

0 Para simplificar a notagao, seja:
. \/(3+£j£(m ~1)S2+(n —1)35]
n m n+m-2

a O IC 100*(1-a)% para a diferenga das médias é:
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IC para diferengas entre médias

0 Exemplo

0 Estuda-se um certo processo quimico
com o objetivo de tentar aumentar a
producdo de um certo composto.
Atualmente usa-se na produ¢ao um certo
tipo de catalisador A, mas um outro tipo
de catalisador B é aceitavel.

0 Faz-se uma experiénciacomn =38
tentativas para o catalisador A e o mesmo
n° de repetigoes para o catalisador B.
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IC para diferencgas entre médias

0 As médias e varidncias amostrais sao:
X =91.73,Y =93.75 e S? =3.89,S% = 4.02.

0 Construa um intervalo de confianga 95%
para piy= Hy.

0 Solucao

On=m=38

o \/(1+1I(m _)SZ+(n _1)st _ \/(1](7(3.89)+7(4.02)j 0989
n m (n+m-2) 4 14
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IC para diferengas entre médias

Ob = 2145 da tabela t,,. O intervalo de
confianga é:

(X —Y)+bR =-2.02+2.121 = (-4.141,0.10)

0 Note que este intervalo inclui zero. Isso
indica que pode nao existir diferenca real
na producao média usando os
catalisadores A e B. Assim, baseado
apenas neste teste, parece nao haver
razao para mudar do catalisador A para o
B com o objetivo de aumentar a produgao.
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IC para a variancia da Normal

0 Sejam X,, X,, ...,.X,, iid N(u, 6?) onde ambos p e o2
sao desconhecidos. Este é o caso usual na
pratica, onde desejamos inferir sobre um dos
parametros quando ambos sao desconhecidos.

1 ¢ =
O A variancia amostral é S° =nZ(Xi—X)2
1<
0 Também sabemos que nS?/62 tem distribuicao

Qui-quadrado com n-1 graus de liberdade.
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IC para a variancia da Normal

0 Dado a € (0,1) ache a e b da tabela Qui-
quadrado com (n - 1) graus de liberdade
tais que:

a Pr(a<(n-1)S?/c2<b)=1-ae

a Pr( (n-1)S2/62? < a) = a/2 = Pr((n-1)S?%/c2 > b)

o Logo: Pr[(n-1)S2/b < 62< (n-1)S?%/a] = 1-a..

monica@ele.puc-rio.br 72




IC para a variancia da Normal

0 O intervalo ((n-1)S2?/b, (n-1)S?%/a) é um
intervalo aleatério com probabilidade 1-a
de incluir o parametro desconhecido c2.

0 Exemplo

0 Sejam X, X,, ..., X, iid Normais com média
p e variancia 2.

0 Observa-se s? = 7.63. Encontre um
intervalo de confianga 95% para 2.
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IC para a variancia da Normal

0 Solugao

0 Neste caso precisamos encontrar a e b de
uma tabela Qui-quadrado com 8 graus de
liberdade.

0 O ponto a tal que a probabilidade de estar
abaixo dele é 2.5% é: 2.180

0 O ponto b tal que a probabilidade de estar
abaixo dele é 97.5% (ou seja, a
probabilidade de estar acima dele é 2.5%)

é: 17.535.
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IC para a variancia da Normal

0 O intervalo de confianga 95% para a
variancia da distribuicao é:

((n—l)Sz (n—1)szj:(8(7-63) 8(7-63)j — (3.481, 28.004)

b ' a 17.535 " 2.180
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IC aproximado para a
proporgao de uma Binomial

0 SejaY ~Bin(n,p) onde n é conhecidoe 0<p<1
é desconhecido.

a Assim, E(Y) = np, VAR(Y) = np(1-p), e ﬁzi
n
¢é o estimador de maxima verossimilhanga para p.

0 Pelo Teorema Central do Limite:

Y- N(0,) se n é grande.

Jnp(=p) #
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IC aproximado para a
proporcao de uma Binomial

0 Mas, precisamos de uma estimativa do
desvio padrao de Y para calcular o intervalo
de confianga para p = E(Y) = np, e entao
substituimos p no denominador pelo seu
estimador de maxima verossimilhanga.

a Ou seja, um intervalo de confianca 1-a
aproximado para p é:

n pa-p) . p(l-p
(p_zla/zﬂ P( 0 P) ) p+z1a/21}¥ J
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IC aproximado para a
proporgcao de uma Binomial

Este intervalo foi obtido da seguinte
maneira:

Y -np

% Nt
Jopapy e O

0 Dividindo o numerador e o denominador
acima por n leva a:
7 (/m-p _(/m-p__ p-p
im \/p(lr: p) \/p(ln— p)
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IC aproximado para a
proporgao de uma Binomial

0 E como Z definido acima é
aproximadamente N(0,1) entao:

Prl-z o <2<z ,]=1a

e obtemos o intervalo indicado.
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IC aproximado para a
propor¢cao de uma Binomial

0 Exemplo

0 Uma pesquisa do governo afirma que 10%
dos homens com idade inferior a 25 anos
estao desempregados.

0 Encontre a probabilidade de que, ao
tomarmos uma amostra de 400 homens
com menos de 25 anos, a proporgao
estimada de desempregados seja superior
a 12%.
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IC aproximado para a
proporgcao de uma Binomial

0 Solugao

a A probabilidade real (segundo o governo)
de um homem desta faixa etaria estar
desempregado é p = 10%.

0 Toma-se uma amostra de tamanho 400 e
estima-se p a partir desta amostra.
Podemos utilizar o Teorema Central do
Limite e encontramos:

P-p _ 1o p-p ~\mﬁéa :
= ~ - proximadamente N(0,1)
p(L-p) p(l-p) p(L-p)
n
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IC aproximado para a
proporgcao de uma Binomial

0 A probabilidade desejada é:

Pr(p>0.12)=Pr 400 400 (0.12-0.10) |=
(1/10)9/10) 9/10 1/10)(9/10

= Pr(( 200](p 0.10)> [200) (0.02) ] (z > j Pr(z >1.33)=0.0918

0 Logo, existe uma probabilidade de cerca
de 9% de que a estimativa amostral
ultrapasse 12%, mesmo que o valor real
seja 10%.
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IC aproximado para a
proporgao de uma Binomial

o Exemplo

0 Considere novamente a situagao do exemplo
anterior.

0 Suponha que a probabilidade de um homem com
menos de 25 estar desempregado é
desconhecida, e sera estimada a partir de uma
amostra de 400 homens.

0 Suponha que observamos p*=0.12 . Encontre um
intervalo de confianga 90% aproximado para p.
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IC aproximado para a
proporgao de uma Binomial

0 Solugao
0 Pelo exemplo anterior:

_Jn_P- IO ~f p-p ___ 400 (p-p)=61.546(p -

JpL-p) +(0.12)0.88)

\/ Jolt

0 E aproximadamente N(0,1). Usando a
tabela da Normal leva a:

Pr(~1.645 < Z < +1.645)=0.90 = Pr(~1.645 < 61.546(p — p) < +1.645)=0.90

monica@ele.puc-rio.br

p)

84




IC aproximado para a
proporgcao de uma Binomial

0 Logo:

= Pr 6—71'645 <p< f)+71'645 =Pr 0.12—71'645 < p<0.12+7l'645 =
61.546 61.546 61.546 61.546

=Pr(9.33% < p <14.67%)

0 Ou seja, nestas condi¢gdes ha 90% de
probabilidade da taxa de desemprego real
estar entre 9.33% e 14.67%.
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